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1. 

Dilacidationes de aequationum diffbrentialiam vulga^ 

rimn systmnatis eammqae connexioae cam aequatio- 

nibus differeatialibus partialibus linearibiis 

primi ordiois. 

(Aoet. (/• 6. /. Jaeohi, pro£ ord. iMth. Regiom.) 



Introdnctio et Argomeiitiim. 

1. 

fjalculom differentialiom partialiom d'Alembertua et Eulerui invenere. 
Coiiis prifflom problenuUa particolaria qnaestioDom pbyflRcamm oblato occa« 
aiooe tractavere. Mox vero Evlenu omTenrnni illnm Calculiun ad exanen 
r^orosQiii Yocaty quid in amgnlia eioa partibos praestari posrit^ quid deai- 
deretar exponit eaque ratione novam fonnat diaciplinam« Cui lUe fere (otain 
TiMttim terthim instUutionum CalcüU IntegraUs dicavit lo tarn oova re 
liaod mmimiini impedunenti qnaestioiii iiierat de clasaificatiaDe idoneai quid 
pro primo quid pro aecmido atatoeodom esset ^ quid aimplex quid complica- 
tios} nam ubi tot obstabant difficoltates iaextricabiles magnam babebatnr 
alias reducere ad alias qaae licet et ipsae ioYictae levlores tarnen Tiderentor* 
Eulenu pntabat non ordinem difa*ereotialiiiin partialimn qoae aequationes 
propositas iogrediantnr genoiniim dassificatioois constitnere oriteriomy nam 
ordinis seoondi aeqoatio pbysioo problemate oblata omninm prima solola 
erat} non gradnm aeqoationis, nam erat ei amplas aeqoationnm non linear 
riom classes solvendi eopia dorn aequationum ünearium vel primi ordinis et 
inter tres variabiles solntionem non in potestate babebat. Praetnttt ille eam 
dirimonem tractationis aeqnationom differentialinm partialinm qnae e nnmero 
Tariabilinm petitnr. Qna de re aeqoationes seonndi et tertii ordinis inter tres 
variabiles traetaTit anteqnam aeqnationes primi ordinis int« qnatnor variabi« 
les aggressns est qoas etsi lineares sint diffioiliores aestimaTit. tSane fieri 
potest nt aliqnando aeqoatioanm dilferentialinm partialinm altiomm ordinnm 
natura melius perspeeta Biuknm iuTeniamus in bac re non tarn a vero Aber- 
rayiase siquidem problematum solntionem ad finmi dacere proponitur oeqne 

CftUe's Joond d. M. na. XXDL mt I« 1 
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Mquleffolinu« earam reductione ad aiia et ipsa ioextricabilia. IIlo autem 
loinpore «Icuti fere iiostro aeqaatione« differenliales partiales pro solatis 
liabobaiitur nioiulao eurum reductio ad aequaliones differentiales vulgares 
coutigeritf et hoc quidem roRpectu Eulerianam clase^ificationem novimus 
valdo erroiieaui wne. Nam pro aequationibos diSereotialibos partialibas se- 
ouudi et tertii ordiuiM vel iiiter (res variabiles eam reductiooem ad aequatio- 
ne« diflerentialea vulgares dirficillimam ac pleminque impossibilem etiam ouac 
reputamusy reductio aulem acquationum diflereotialium partialium primi ordi- 
ni« iutor quemlibel variabiliuiu uumerum coostat« Quin etiam, A aeqnatio 
differeutialis parlialis primi ordiuis est liuearis, eins reductio ad aequationes 
dlflerentiHlos vulgares hodie ad prima elemeuta refertur, dum ea reductio 
pro aequMtionibus diflereutialibus partialibus primi ordinis non lioearibos 
quamvis prae^^tari possit materies tarnen diflicilis et profunda ceoseri debet. 
Quooirca etiam boc pro progressu in hac theoria habere debemus qnod di- 
stiuguero solemus iater aequationes differentiales partiales lineares et ooo 
Uueart)S| quam disdiictiouem in Euteriano Opere noo invenimus. Qoippe 
qui aequationes iuter quantitates, 

^ _ ^5^ dz 

*' y> «^ 'öT' 'JT' 

distinguebat numero harum quantitatum quem aeqnatio proposita involvit 
primutt de aequationibus qaaereas solnm altemm differentiale isipIicaotQKiSt 
deinde de iis quaerens aequationibus quae praeter utniaqiie diflfiBrentiale 
mUam vel unam vel doas vel oues tres variabiles x, y, m implicant. 
Quanmi quaestionnm priaiam, seenndasiy tertiam generaliter abscrivit} qnaiw 
tarn ttonuisi pro aequationibus linearibos et quae ad eas revoeari possout; 
^utaw QOMisi piurtmis ItMmlentis exempUs illostnivit Genenliter EmhrmM 
reductione« praestitit quoties ad aequationes dÜiMre&tialeM priw orduus 
häw dias variabiles fieri poink neqw coMideratione syatemat» pinriMi 
ae^aationuai dif^reufialiiuB vnlgarimi siwdtaneanua indigefcaL lila aates 
exesi^la ab eo ita exhai^ta esse videm» it postem ilL f i yrg i fir MMUMsi 
mmi vere aovuui addeinlu« inveMrit''^} 

fetentialiwi pariiatiuBi primi ordinis fineariui sol«tioMmi, lioe est redoeiia- 
len ad aequatioiK?^ dBfereatiales vdtgares prisuni ekiter et adumbrata la»- 
tMi desmistratioiM^ dedit De ab deaMsIntiMe pietissa afe Uem mihi 
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agendam erit Altam postea dedit demonstrationem in Commentaüoae, 
9; Methode Generale pour integrer les equatioüs aax differences partielles 
et da premier ordre y lorsque ces differences ne sont qne lineaires,*' 
(Acad. Ber. a. 1785 p.i74 — 190)^}. Sed qiiaeri possit quidnam ea re* 
doctione alterius problematis ad alteram lucremur. Dici solet aeqaationes 
differeutiales ynlgares per series infinitas integrari posse, sed idem valet 
de aeqaationibns illis differentiallbas partialibns. Qaae etiam melius per se-^ 
ries infinitas directe solvnntur, com iutervenientibos aeqoationibas differen- 
tiallbas vulgaribas post earam iutegrationem per series infinitas effectam in- 
saper adhuc resolationes aequationam roolestissimae Tel eliminationes inex- 
tricabiles poscantar. Qoid? qaod metbodos generalis aeqaationes differen- 
tiales Yolgares per series infinitas integrandi serie Tajfhriana nititar, series 
autem Taylotiana ipsa nil est nisi aequationis differentialis partialls solutio per 
seriem iiifinitam. Tentando aatem per Mnltiplicalores investigandos integratio- 
nmn finito terminornm namero constantem, e contra aeqaationes differentiales 
vulgares ad aequationem differeutialem partialera linearem primi ordinis revo- 
eaotor. Metbodi porro particaiari problemati solvendo idoneae perinde ex ip- 
sius aequationis differentialis partialis propositae indole atque ex aequationibus 
differentialibus vulgarlbus peti possuut« Nee minus omnia quae spectant 
solutionis generalis naturam, eins inventionem e solotionibus particnlaribus, 
simplificationem per solutiones parliculares iam inventas^ eadem facilitate 



«) Obsenrat Cl. l4acroix CT. IL p. Ö48), quamvis ill. Lagrange revocaverit et 
aeqaationes differentiales partiales primi . ordinis noii lineares inter tres variabiles ad 
alias lineares iuter quatuor et has ad aequationes differentiales vulgares^ redueticnem ta« 
Dien aequationam differentialium partialium primi ordinis non linearium inter tres varia- 
biles ad aequationes differentiales vulgares non ei sed Geometrae Charpit tribuendam 
esse« Quod qni lentum ingenii humani progressom igoorat facile mirari possit; nam qui 
utrumque invonit ei A=r ff ei B ss C, ei vindicari posse videtar inventio esse AszC. 
Sed iU. Lagrange ipse illam affirmare videtur sententiam; postquam enim alteram in- 
ventionem iam a. 1772^ alteram a. 1779 fecerat^ tarnen a. 1785 in Commentatione citata 
pro re impossibili habuit qnod de ipsius inventionibus tanta facilitate demanat Etenim 
L c p. 188 aequationem, 

in qua JC et T datas quaslihet ipsarum Xj y, z functiones designaot^ generaliter ait 
non integrabilem esse per ullam methodum cognifam, supponendum esse cos cd = 
ut linearis evadat ideoque per methodos ab co traditas ad aequationes differentiales 
vulgares revocari possit Si Commeutatio iuvenis praematura morte abrepti a. 178S 
Academiae Farisieusi commuuicata per tot discrimina renim adhuo conservata est, op« 
tandum est ut Cl. JJouviüe eam in insigni cuius publicationi praeest IKario Mathema- 
tico ooUocare atque e ecriniis acadeimicis resuscitare vclit. 

1* 
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tialibtts partialibuB variabiliam independeiitiimi pn^ositanim respeciii wmäM 
dbtiiigiiereiitor. 

In hao CommentatioDe saepius de (anctiraibiui atqae aeqnatioDibas 
m 86 independeDtibm senno est. . De quibas haec adnoto» FonctioDea j^n* 
riom variabilimn a ae iodependeotea atuit ai nnUa ioter eaa locfim babet 
aeqpiatio ideotica ab ipsb Tariabiliboa vaeaa. Si fniictionea plura implicaoC 
^muititatoBi ayatemata, a, a^ etc^ h, hi etc^ eaa ip9arum a, Oi etc. reap^eiit^ 
m ae ladepeDdeotea dico, ai nnUa inter ftinctiooea eaa aeqoatio extat iden* 
tiea ab omniboa a, Ci etc« yacaa, qoaniTia qoaotitatibiia i, bi etc. aflecta. 
Si babeatar m ftuotionea n quantitatoni a, Ui etc. reapecto a ae iodepeodeiH 
tea, fieri debet ^>,^ te aemper e nniaero qnanfitatom i^ Mg eta dabontiir 
m ipiae per reliqoaa ipaaaqae mfoDctionea exprimi poariati nade aemper 
etiam loco m quantitatani a, «i etc. ipaae m fonetionea pro variabilibua aami 
pcaaunt iodepeadeatibiiat qoaa tarnen m qnantitates ex ipaarom a, Ug etc. 
onmero non aemper ex arbitrio eligere licet Aequaüones m inter n qoaa» 
litatea a, «i etc. propositas a ae independentea dico eaa qiianim ope poaannt 
m e qnantitatom a, Ci etc. nnmero per reliqaaa qaaotitatea qoaa aeqoatiimea 
implicaot deterrojuarj. Ex iilia igitor aequationibaa non fieri poteaC nt omnea 
aimni qoantitates Oj ai eta eliroineiitor atqne aeqoatio proveniat inter aliaa 
qnaa aeqnationea implicare poaaunt qnantitatea h, bg etc. ab omniboa a, a etc« 
Tacoa. Yide de hia reboa Comm. ,yDe DetermkuuiMua fkneäonaUhta" 
Diario Creiliano VoLXXn. FnadV. insertam. 

Est Propoaitio graviasima Calcoli Oiftrentialiai fonetlonea aeqoatio* 
niboa differentialiboa determinataa aemper plorea involrere poaae yariabilea 
quam aeqnationea differentialea qniboa determioantor. Qoae variabilea iDta 
qoaa aeqoationea dilTeren^alea impUcant accedentea vocantor ab Analytida 
Canitanf$9 arUtrariae, Conataotea acilicet qoia earom variabiHtatia in aeqoa- 
tfoniboa differentialiboa propoaitia reapectoa non habetur ,. atqoe Arbitrariae 
qnippe qoae ad eaa non pertinent qoantitatea conatantea qoae Ipaaa aeqo»- 
tionea dUTerentialea a£Bcinnt propoeitaa. Qoamlibet aotem qoantitatem aeqna- 
tionea diifiBrentialea ingredientem pro Conatante babemoa qoamvia aUaa ra- 
riabilem, coloa respectn in iia qoidem aeqoationibna nnOa diSerentiatio in-* 
a^itor. Binamodi Conatana ipaaa qooqoe fonctionea per Integrationem de- 
tenninandaa afficiti aed qoamyia ait indefinita non vocabltnr arbitraria qnia 
in fbnctioniboa qnaeaitia ei non valor arbitrarioa aed idem et valor anppe-» 
tit atqne in aeqnatieni ba a differentialiboa propoaitin» 
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MS X Imo qoeri poteat flbi fiaaccio f ai^ve dilrifliiÜBB ^snv x pait»- 
leea atradaci posnal tectMMus /* difercsliaiia pwimii« Hae 



^1*^1 



ptoSft afia ialer x^ x^ • • . • x. atqse ftacüom ifiii War f 
müj Jui pMtaBau Sed am accegsMi— eril nt e> •cfMtio per ae irpectifi 
Uml aed iMtaa opM esl «t tsImi qMlia iacer ^ x^ •••• x« 
/*= a Cm iMQMMido obTeaiter Hfic ofctiuelM aefMlia 
vdb ab adrocau aefMU>Mie fiaiuu locaa kabere dekel, 
fucfioBMi qaaentaai x iaT^rircre alifMM CoMttateai AiMra- 
a aiqae aeqaaDoae, 

*= ^(^1, ^? .••. X,, a>. 
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leaolata aeqpiirione« iafer x, x, «••« x« 
per ^=a, yM ^Caafrtle Aribkraria g praw TacaMe> Ex 

.IL 



1. ^' - 




ax 

foiMalin Mfc f littiB ahtiaetw aeiqnatio tnasTonaabu Qaae 
a MM MpTicgJ HiaM aaa adrocata aeqntkMe f^= a valere d^eL 
kc «t priacipiaM lf.madMa eat, ai m argailkMibai ialer Tariabiles m 

t, h^ etc. piiipaaiiai poaaiBC MqaaaCitaCiM ^ Mi elc per nSiftm 

ab ooMÜMa ^ mg ete. Tacuaoi 





1^ ^ •••• eo wa>iifci<< faod afiae qaaaiilales % «t ctc eaa 

eertis ipaanM i, h^ ele. faacjliMahii aeqfsaatar, fM^ 
Ita dbi Mter i^ x^ •••• x, atqoe SaaoCioMs /" dMeitM ialia par- 
fialia lacaM kabei aeqpaäo ex aeynrioae qaideM ^ss a diflereadaiioae de- 
ab ^sa aMCM a TaoM, ea id c a i ica esae debei; aeqae eaim abcM 
Mba X. Xi • • • • x^ relatioM ea ^arirfm polest faad earaai variable 
fiaMÜo M>Tae qaaaütad a aeqaaur. 

Ae^Miia dtCeseatiafia partiaüa liaearia priMi ecdMb iatar »+1 
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riabiles x^ x^ .... x^ forma gaadet seqoente^ 

designantibos X, X^ etc. ipsaram o?^ Xi •».. ^„ fonctioiiefiu Cuiofli solotio 
81 pouitar dari aeqaatione /"sss a^ transforinatiur aequatio praecedens io hane, 

caias iodolem faoilias perspicere licet quam aeqoationis (2.)* Seroper ei 
aeqoatioui satisfit ponendo /:= Constans, sed eam inier soloUones uou re« 
fero. Exceptiooia tantam locum erit si uuica adest varlabilis x^ quo casa 
aeqoatiOi 

dx ~ ^' 

8oIam habet solutionem /^ss Canstans, hoc est f vacnam esse a variabili x^ 
quamvis alias implicare possit yarlabiies quae in ea aequadoue differentiali 
CoDstaotium vicem gerunt. Ut indagatur natura solutionis maxime genera* 
lis qua aequatio (3.) gaudere potest proficisci debemus a proposilione, quam 
Disi ut Postulatum ponere placet per series infinitas demonstrare licet, 
aequa&QMm (3. ) ^' n >» omnino aliquam habere solutioneia praeter Con^ 
stantem. Hoc uno probato sive concesso demonstrari potest aequationem (3.) 
gaudere n solutionibus a so independentibus iisque inventis solutionem ge- 
nendem earum esse functionem arbitrariam. 

Docet aequatio (8.), per aequatioues quascunque finitas quae satis« 
faciant aequationibus differentialibus vulgaribus simultaneis, 

4. dxidxi ..•• i dXy^ SS X:Xi .••• iXny 
et per quas quantitates, 

non infinite magnae evadant, evadere f Constanti aequalem. Qua Proposi- 
tione integratio systeniatis aequationum differentialium vulgarinm siroultanea- 
rum intime conneclitur cum solutione aequationis differenlialis partialls h'nea- 
ris primi ordinis. Aequando enim aequationis (3.) solntiones n a se inde- 
pendentes fu fi •..• fn Constantibus Arbitrariis a^ (h •••• ^n obtinentur 
aequationesy 

quae sunt maxime generales quibus aequatioues diflerentiales v^ilgares (4.) 
integrare licet. 
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Qauivb Mq«aUosM (4.) teotm differeotnlia prina tepUeMtf ad 
•aram tuien fonsMi TOTOctri possiuit aequtioaea diibrenihlea yj^guea 
difbreDtiaUt eoiasoaBqne ordinis iapUcantea^ Ipm fiflerentiaUa pnetor altis- 
aiaa qoM^M pro novia varialiUibaa depeadeailflbaa introdaoeado. Qaod 
iainediata fit «i tta eoaparatee aoal aeqaaUonea difiBceBlialas prapoaitae 
at diffueatialia altiariaa siagala per ift»B Tariabilea atqne iaferioran or- 
diaam difbraalialia exprimi poseiat, aira at «t fis aallaa dedacere lieeat 
aaqaatioBMi ab oaaiba« aiaial differeatialibaa ■hfamh Taeoas. Seflioat 
quodaa aeqaatlaBM difcreatialea Talgarea revaeari p o u a aat ad toaum ae- 
qttMtiaB^ 

e. -^-^ es J. ^y ES B ete., 

ia qaftas expraarioaaa A,BHe. noo ahiaräaa aflkiBBtar ipnraai Xy y ete. 
dlftcaatialÜNn qaaai raspeetiTe (j» — ly*, (f — 1)** elc, eanni loeaa feaeoi 
aaqaalioaoa diifereatialea priai ardiaia foiaa aaqaa H o aa« (S.) gaadeaiai 
iaiar Tariakilaa l+j»+f+«<c, 



^ *' TT» ';?iF~ •••• rf?=f » y* dt » rfi« •••* rfr^ •**• 

Qaanoi aaqaittoaat iatogralea aaznaa geaeralea ■■ plic i b ai l Coastaatea Ar> 
MtnrisBf +f+ «te. Par d iftr aa ti a HiM iag et « irwa i fi a— a aeqaatioaca (C) 
ii aliaa tnadbnMre Ueet qaibaa «adea fbnM ait aed aBb i ltJuMw a« 
dübieatialiwa acdo Ma Ihmb at ahiaamonMi ordiaaM aaBM j»+f+ete. 
^^n^*^ PMnwf Folan u it axMipB giatia aggaalioaew (C) ia aliaa 
fbraari qaaraa aaa aat acfaatia dJCtieatialii (/+f+....)^ acdiaa 
c al <; lalifaia aataa ipsao xariabflaa x «lo. per 
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latio generalis problematis, 9jfHemaÜB Mquaiiomm di/fermtialium tülga^ 
rium sfmMÜanearum ardinem deierminarej adbuc in desiderio est 

Aequaüones (S.)» quibos syslema aeqaatiooiini differentialiam yaljga-r 
riom (4.) iDtegrator, earam dicontar aequationes integrales campMae, qnas 
videmus aflfici n Constantibua Arbitrariis. At si dicitar aequationes integrar 
las oompletas esse eas qaae nConstantes Arbitrarias involvanty tacite snb- 
intelligendum est, aon posse Constantes Arbitrarias ad minorem nnmernm 
reTOcari, aequationes idonee inter se combinando atque certas qaasdam Con«- 
staaUnm Arbitrariarnm Ainctiones pro ipsis Constantibus Arbitrariis in aeqoa- 
tlonibas trausformatis introducendo. Aeqaationibos luiegralibus completis 
me definitis sanper Constantes Arbitrariae per variabiles x, x^ .... x^ ex- 
priffii poissunt^ sive iis conciliari potest forma aeqoatiouum (5.) ; simnl fnnctio-- 
^oltB fiy ft ..•• fn^ resolntione aequationnm integralium provenientes, solntio- 
nes ernnt a se independentes aeqnationis differentiaiis partialis (3.). Neqne 
ex aeqttationibus integraübus completis dednci potest aieqnatio finita ab 
omnibas Constantibus Arbitrarüs yacua. Quae est magni momenti proposi»- 
tio; qnoties enim ab aequationiblia integralibus completis profecti ad tolem 
pervenimns aeqaatiouem, tato concladere licet eam identicam esse. 

Bst gravissima propositio quae ex antecedentibus sequitur, unicum 
extare aequationnm integralium completarum systema, ex eoque provenire 
alia omnia aequationum iutegralipm systemata , Constantes Arbitrarias quas 
involvit idonee determinando seu per alias Constantes Arbitrarias expri- 
oendo. Cnius rei singularibus tantum casibus exceptiones quaedam obvenire 
possunt; de quibus in bac quidem Commen<atione non agauL. Propositis igi- 
tnr inter n+l variabiles it aequationibus finitis, ex bis quidem varia syst^ 
mata n aequationum differentialium vulgarium primi ordinis derivari possunt 
pro varüs mutationibus quas per ipsas n aequatiraes finttas expressiones 
differentiationibus prodenntes subire possunt, atque varia illa aequationum dü^ 
ferentialium systemata complete integrabuntur aequationum finitamm eystematis 
maxime inter se diversis« Fieri tamen debet, ut illa aequationum finitarum sy- 
stemata quamvis inter se diversa in ipsas aequationes propositas simul omnia 
redire possiat, Constantes Arbitrarias quas involvunt idonee determinando. 

Cum n Constantium Arbitrariarnm quas aequationes integrales com- 
pletae involvunt iunctiones n quaecunque a se independentes pro ipsis Con- 
stantibw Arbitrariis sumi possint, caeteris memorabilis esi electio Constan- 
tiom Arbitrariarnm quae variabilium Xi, X2 •••• x^ aequales sunt valoribus 

CMU't Jonrnil <l. M. Bd. XXOL Hit I. % 
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initialibns afl^ a^ .... aPn^ ipsi xssiafi respondenUbus. Proyeuiant ea ra- 
tione n aeqaationea iiiter dno qaaecQnqtie systemata valomm simultaneorum 
variabiliam, aPy afl .... a:^ atque x, x^ .... x^j qaonini alteram si valores 
initiales appellavimas, alterum valores finales vocare licet Aeqaationibus 
integralibosi oompletis i(a expressis, in unaquaque aequatiooe qoaiftitaies x^ 
Xi .... x^ respective cum x^^ x1 ....a^ commutare licet» qaippe qoa com- 
mutatione aat aequatio immnfata manebit ant in aliam abibit qnae et ipsas 
ad aeqnationem iutegraliom completaram systema pertinet Sont daae ma« 
xime formae qnibos aeqnationes integrales completae proponi solent» siTe 
functiones solarom variabilinm exhibentar qnae Constantibos Arbitrariis aequa- 
les finnt , sive variabiles omnes per earum nnam atque Consfantes Arbitrarias 
exprimuntur. Molestae in genere requiruutur eliminationes ut altera forma ex 
altera eruatur. Quoties autem Constantes Arbitrariae sont ipsi variabilium va- 
lores initiales, omnino nnlla eliminatione opos est 9 sed sola illa variabilinm 
cum valoribns (Sarum initialibns commniatione altera forma in alteram abit« 

Antecedentibus snpponitor indefinitüiff manere ipsios x Valoren xf^ 
cni variabilinm x^^ x^ .... x^ valores initiales respoudent Quod si poni* 
musy implicant aeqnationes integrales Coiistantes Arbitrarias n+l ideoqne 
nnmemm nnitate maiorem quam completa integral io poscit. Nibil antem Im- 
pedit quia aeqnationes integrales qoemcunque Constautium Arbitrariarom 
nnmemm inv<dvant^ qnas in singuLs quidem aequationibus nnllo modo ad 
minorem nnmemm revocare liceat. Qnamqnam constat si €Mn€iaM sunmi 
considerentmr aeqnationes integrales, semper iis eam concUiari posse formam 
in qua Constantes Arbitrariae ad nnmemm revocari posmnt ipsom n aoa 
excedentem. Memoratu antem dignum est, eam aequationum integralium fi>r- 
mam, qua variabiles omnes per earam unam exprimuntur , ita comparatam 
esse nt singulae aeqnationes non plnres quam n Constantes Arbitrarias in- 
v<^vant» vd si plnres iavolvere videantun sanper eae ad nnmemm ipso n 
oott maiorem revocari possint Expressa enim jPi per x et Constantes Ar- 
kürarias, sane patet Constantium Arbitrariarom non fieri posse reducüGoeai 
eo qood aKae qoantitates x,, x, etc. certis ipsius x et Constantinm Ari)i- 
trarianm fbnctionibQS aeqoentur. ünde reductio flla Constantinm Arbitra« 
rimrom ad nnmemm ipso n non maiorem, cum semper fieri possit, in singolis 

aequationibos ilßs fieri debet 

Daec Commentatio phirima est in tractandis qoaestionibns qnae esse 
«ierant si ex aequatiomm integraKom nomero noa aliqoa ^roponitor, vide- 
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licet quodcam sit aequationmn integraUnin systema maxime generale ad qaod 
ea aeqnatio pertinere possit, quaenam inter Constantes Arbitrariaa quas sy- 
stema completum iovolvit lutercedere debeant relationes nt aeqnatio illa si 
particnlaris est obtineatnr, an Constantes Arbltrarias iavolvat dupervacamus 
et quinam eamm nnmerus sit. Qaa in re primum observari debet ex nna 
aeqnatione integrali proposita plures alias derivari posse et interdum totnm 
aeqnationnm integralium systema, ipsam propositam differentiando aiqne dif- 
fereutiaUa aequationum differentialium propositarum ope eliminando. Nam 
datis aeqnaiionibns differentialibns, 

O üu Z (m ^i • • • • • U COj^ — — wA. • 4dL| • • • • * ^M^ ß 

ex aeqnatione integrali ii ssO seqnitur 

Ex bac aeqnatione eadem mctbodo tertia derivari potest nt ita porro. Nu- 
mems aeqnationnm qnae ea ratione obtinentnr ipsnm n non excedere debet; 
alioqnin enim proposita tissO non foret aeqnatio integralis. Sit nnmems 
ille ad qnem ipsa qnoqne proposita referatnr, m<n, ita nt e proposita non 

fn+l derivari possint aeqnationes a se independentes ideoqne aeqnaliones 
finitae qnae obtinentnr diflerentiando illas m aeqnationes et aeqnationes difie- 
rentiales snbstitnendo^ in ipsas m aeqnationes redeant Qnibns positis habe- 
tur propositio in bac re fuudamentalis, dusmodi maequationes in alias m 
transformari posse inter solas fi<i f% •••• fn i* e. ifUer solas wluüones 
aequaüonis differenüalis parüalis, 

Si aeqnatio proposita non involvit Constantes Arbitrarias, obtinentnr ea ra* 
tione Hl aeqnationes particnlares inter Constantes Arbitrarias ai , Os • • • • oSn > 
quas implicant aeqnationes integrales completae 

Si proposita et ipsa Constantes Arbitrarias ßi, ßj etc. involvit ^ qnaeritnr 
an ex illis m aequatioüibus Constantes Arbitrariae ßif ßa etc. omnes elimi* 
nari possint , an numerus earnm tn per reliquas ipsasqne fufi •••• fn de« 
terminetnr« Ulnd usn venit quoties ipsamm ßi etc. numerus ipso m minor est, 
sed etiam evenire potest si ille nnmerus ipsnm m^aut aequat aut adeo su-* 
perat. Ponamns m aequationibus illis ipsarum ßs etc. numemm t <iii deter« 

2* 
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mioari per aequationear, 

ac praeterea obtineri m — i aequaliones iiiter aolas fn f2 •••• fs,^ Si t<m, 
erit propofiita aeqoatio integralia particalaris atque poueadae enmt inter n Con- 
Staates Arbitrarias fti etc. m — • relalionea particolares ut proposita ex aeqaa- 
tionibaa iutegralibua completia obtineator. Si [Hropoaita praeter ipsaa ß^ 
ßa • • • • ßi ftliis afficitur Constauiibua Arbitrariis ßq.^, ßi^ eto.y eae pro 
supervacaneis haberi possnnt iisqae salva generalitate valurea (riboi pomimt 
determinati. Ope m aeqaationimi mtegralium inveotarom ezpressia 

per solas x, Xi .... x^^^j iategrentor aeqaatiooea differentialefly 

dxiäxi •••• zdx^^yft ^ss XiXi .... iXj^^^ 
eamm aeqaationea integrales completae^ iraplicanteisi n — m Coostantear Arbi- 
trarias novas ab ipsis ßi, ß» etc. iodepeDdeotes^ una com m aequatioDiboa 
illia differentiattone ex ipsa proposita inventis coastitaunt systema aeqoatio- 
nom integraliain maxime geoerale ad quod proposita pertinere potest Si 
i SS Uly proposita pertinere potest ad aeqoationum integraliom completarpm 
systema et vice versa si proposita ad aeqoationooi integraliom completarom 
systema pertinet, necessario erit iscm. Bo caso fbnctiones (PntPf'-^Pmf 
per formolas (6.) inventae, solotiones sont aeqoationis differentialis partialis(8«)9 

Unde ri ex aequationum integralium compMarum ejfsiemate vel una fon- 
tum aequatio quaeeunque daiur, ex ea nisi aequaüotde di/ferentUdis par-' 
tialis solutio generalis, semper tarnen una pluresve eoluHonee particularea 
peti possunt. Si aeqoatio proposita ea est qoa variabiliom fbnctio aliqoa 
a Constantibos Arbitrariis vacoa per onam variabiUom exprimitor, noliis ea 
afficitor Constantibos Arbitrariis eupervacaneia Si eiusmodi aeqoatio e nu- 
mero aeqoationom integraliom coi9i|^/«fortffn petita est, ex ea tot derivari 
possont aeqoationes integrales qoot eam Constantes Arbitrariae afficiont, 
totidemqoe babentor aeqoationis differentialis partialis (9.) solotiones. Neqoe 
anllos est Constantiom Arbitrartarom sopervacanearom osoar, qoippe qoae 
si adsont iaservire possont novis aeqoationibos integraliboff inveniendis ad 
qoas methodo tradita per solam differentiationem propositae iteratam non 
pervenitof« Ponamus propositam ti ss ad aeqoationes integrales completaa 
pertinere atqoe Isvolvere Crastantes Arbitrarias ßi, ß, •••• ß.^ii qoarom 
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noa Bopervacaiiea, ex ea dedaci potest haec altera aequatio integrallff^ 



in qua 71, 72 etc. aunt qnantitates constaotes. Si plares quam it-}-l Con- 
ataotea Arbitrariae aequaiicnein propositam afficiuni, eiusmodi dabontar aeqoa- 
tionea pro quibuslibet n^l ex earnm Dumero; e qaibos deinde eodem 
modo aliae complares dedoci possant. Si Constanzes Arbitrariae qaibos 
proposiia ti = afficitur sant yariabilium valores initiales siPy a:^ .... a:fip 
qQamm ona sapervacanea, habetur noya aeqnatio iotegralis, 

desigoantibiis JS^y X^ etc. quantitatum X, X^ etc. valores initiales. 

Proposito systeoiate m aequationom finitarom ita eomparato nt aeqna- 
tionibos differeutiatis elimiuatisqae differentiallbus ope aeqaationam, 

dxxdxi ...• idx^ s= XxXi .... xX^^y 

aliae non proveniant aeqaatiooes finitae nisi qnae in propositas redennt sea 
eanun eombinatione obtinentor: extat proprium aequationom differentialiom 
partiaUnm systema cuios solatio aeqoationibus illis eontinetor. Habeatar 
una aeqoaüo e qoa ratione indicata non alia nova derivari possit, eins ope 
expressa x per x^ X2 .••• x^^ valebit aeqnatio differentialis partialis^ 

proponantor m aeqoationes e qaibns dicta ratione aliae novae non derivari 
possint^ earum ope expressis x^ Xi .... x^^i per reliqaas variabiles xr^» 
^m^i • • • • ^n 9 valebnnt m aeqoationes dtferentiales partiales simoTtaneae, 

OX I nr OX m 'w» OX 



•wr y OXi g -y OXi | y OX^ 



si habentur it aeqoationes finitae e qaibns dicta methodo non it-f-1^ obti- 
neri possit aeqnatio^ ex üa seqaontiir ipsae aeqnationes differentialeil vul- 
gares propömtae^ 

y — . y ^^i y .«. y_^i^ y — y ^^» 



14 /» C. G. J. JacoHß DUueid. de mequat. diff. wJg. •jgilem. 

Vice versa solatio maxime generalis aeqoatioDimi differeutialiom partialiom 
simuUanearam (9.) contjoetor eiosmodi m aequationibus quibascanqae. Qaae 
obtinentor inter faoctionea /l^ /i •••• j^ ponendo m aequationes arbitrarias» 

Problema inveniendi functionem f qaae satisfaciat aeqaatioDi differen- 
tiali partiali 

etiam sie proponi pote$t ut iudagentar n Mnltiplicatoresy 
qoi expressiooem^ 

iotegrabilem reddaut Qaod pro tribos quidem variabilibos iam Jj^nfeni^ ob- 
servavit Ut expressio eiusmodi, 

Mdx + Midxi'\' M2äx2 .... +Mf^dXny 
Sit iutegrabiliS) fieri debet pro indicnm t et k valoribus 0, 1, 2 . • • • n^ 

4A SM, _ dMi 

. *"• «\ •■■^ — ~5 • 

Quae aeqaationes eooditionales Duniero ^ ^ locmn habent, ipsini ex« 

pressioois integrale f invenitar per n Qnadratnras, idqne variis methodis 
possit Sive enim Quadraturae illae seorsim institni possnnt, sive aliae post 
alias, ita ut quaelibet anlecedentes iam transaetas snpponat Posterior me- 
thodas minns commoda pro tribos qnidem variabilibus in Ubris elementaribos 
circnmferri seiet. 

Determinala M per aeqnationem^ 

M = ^±^{X,3I, + X,M, .... +XnM,], 

com satisfaeiendnm sit omnibos aeqnationibns (IQ.), problema videtur snper- 

determinatam , qnia functiones n satisfacere debent ^ ^ conditionibos. 
Sed in auxilinm venit aeqaatio identica, 

qnae docet ubi idenlice üat, 
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expresstoDem 

variabili x vacarQ ideoque generaliter evanescere si demonstratam efit eam 
eyanescere triboto ip»i x yalore particulari. Qua re fieri posse ut omni- 
bas conditiouibus (10.) per n faDctiones Mi^ M^ •••• M^ idonee determi- 
natas satisfiat, per series iofinitas demonstravi io quas Moltipliealores pro- 
positos evolvi. 

Paoca sub finem adieci de transformatione systematiäi aequatiooum 
dlfferentialiam vulgariam 

dxidxi •••« idXn = X:Xi .... iX^^ 

in uoicam aeqaationem differeDtialem n^ ordinis inter duasr variabiles. Ex 
arbitrio somlis duabas fuDctionibus u et v, positoqae pro qaalibet fanetione ü, 

formetar series expressionum 

^ ~ M ' M ' [V] • 

Exprimatttf tf^ p6r n+l qaantitates 

ope aeqüationis, 

välebit pro qdaonnqQe fonctione f formula, 

w{(^)+«'(l^)+«"(Ä) •••• +«'-'(j^)+ß{^)}- 

Uüde aeqoatio difiereotialis partialis, 

traosformari potent in banc, 

^f .1 ti' ^f Xu" ^f 4. «c»-*) — ^/— -4- Q ^f_ — O 

a» ^^ du +" ö«' .... -f« a„(»-2)T"-5;?i=r) — "> 

in qua expressiones in differentialia fanclionis qnaesitae dncta sunt ipsae 
variabiles praeter Coefficentem primom et ultimom qnornm jlle uuitäs^ bic 
data omninm variabilldm fonetio est Per easdem fominlas, si aequationts 
differentialis paitialis loco proponis systema aequalionnm differentialinm vol« 
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garium iotime com ea connexo, aeqnationes diflerentiales vulgares aimnltapeae 

dxidxiidx2 •••• idxj^ ss X^^X^xX^ •••« iX^y 

redeofit ia has, 

dvidu.iu' .... idv^'^'^idv^'^ = liu'iu'^ .... :ti^-^>:Q, 

qQibos 8ub8ti(iii anica potest aequatio differenüalia n^ ordioia inter daas 

rariabilea u et v, 

rf«f# ^ ci(^ ^^ du d^u d^^u\ 

Quarum rarior nsiis est traoaformationum propter eliniuiationes qaae reqai- 
rantor inextricabiles , qoa de re in bac CommeDtaiioDe formam sysiematia 
aequatiODum differentialioin yolgarium primi ordinia eonaervare praetoli, qoa 
nnper etiam ill. Cauchy usus est in variia ea de re acriptis partim lapide 
partim typier expresais* 



De aeqaaUonibas differentiaUbn» p»&Ubo«l linenibu 

primi ordiniis. 
2. 

Yocatar aequatio differentialis partialis quae est int^r iunctionem plu- 
rium variabilium independentium quaesitam, ipsas illas yariabiles et differen- 
tialia. partialla funetionis illarum respectu variabilium sunita« Qoae differen^ 
tialia partialia, si non altioris quam primi crdinis sunt^ aequatio differentialia 
partialis primi ordinis esse dicitur« Ac vocatur linearis qooties in ea dif- 
ferentialia partialia dimensionem primam non tranacendont. Sit igltur x 
fiuietio quaesita n variabilium independentium, 

^19 ^%y •• • • Xnf 

aequatio differentialis partialis primi ordinis maxime generalis hac forma 
gaudet, 

Quae aequatio, si linearis eaij gaudebit forma sequente, 

in qua aequatione sunt X, Xi etc. datae ipsarum x, Xi .... x^ functiones 
quaecunque. 

Variabilium independentium onamquamque pro dependente sumere 
licet dum dependens sive functio quaesita independentium numero accedit 
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Nam 61 w ipsamm x^y or, •••• x^ fonctio eat, generalins dici poiest, ipsa- 
rum Xß Xi ...* x^ guamlibet reliqoaram esse fanctionem. Qacties enim x 
ipsaram Xi^ x^ etc. fuactio est^ certa aeqnatio locam habebit intet qaantita- 
tes Xj Xi^ X2 etc. quarnm ona guaelibet si pro incognita «omitiir eiusqoe 
ree»pecla aeqaatio reaclvitur, ea variabilis per reliquas expressa prodibit 
Ut eraaDtur matatioDes quas formulae differentialea aubire debent intrcdo* 
cendo ipsius x loco aliam variabilem Xi pro dependente, aeqoationem 



sie exhibeo, 

-Q^äx.^ix^^^ix^^^^dx^ .... —^—dx,, 

omiaso in dextra aeqiiationis parte termino per dXi maltiplieato. Hac for-* 
mala cum aeqaeote comparata) 

IQ qua Xi pro variabili dependente babetur^ obtinetiir, 

8« -5 — s» — :^ aive ^ 



ex ds dx^ dx^ ^ 

Bx^ dx 

porro si x^ variabiliom qoamcanque praeter x et Xi designat^ 

dx 



4. 



dx^ dr^ 

dj^k "" dx 



1 



X, 



unde e (8.) 



5. 



dxi 

dx dx% 



cx^ dsi 

dx 

Formulae (3.) et (5.) in aequationibus (I.) substituendae sunt ut transfor- 
mentur in alias in quibus Xi variabilis dependens fi^ dum x variabilibos in- 
dependentibos accedit. 

Aequationem (8.) sie exbibeamus, 

•^ dx __^ jT jr dx Y d X Y dx 



dx^ ~ ^ ^' dx, ^' dx,^ •••• ^ öjr^ ' 

omisso in dextra aequationis parte termino in Xi ducto. Si in aequatione 

CraDt^t Jomal d. M. Bd. XXm. Hft I. 8 . 
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pnecedaifo snbstUmmtiir formolae (3.) 9 (5.)^ atqne per -^-^ mnltipliGiäo 
inatttiiitor, prodit 

omifloo mraos 10 dextra aeqoationis parte temtno in Xi ductou Hine in 
aeqmitioiie lioeari propoota (2.) quamlibet variabiliom x, Xg .... x^ Pfer» 
natationeiii facere licet, domoiodo qoantitatea X, X^ .... X^ amili ratione 
inter se permatantor. 

8. 

Yariabilimu nunierom iodependentimn onitate aogeDdo aeqoatio diffe- 
rentialia partialia priiai ordiois qnaeenoqQe coramutari potest in aliam qoaa 
fimctio qnaeaita nao ipsa ingreditur sed tantnni praeter variabiles iudepeo- 
dentes dilTerentialia fbnctiouis qoaesitae partialia, qoae porro aeqoatio homm 
re^ecta düTerendalioiii partialiom homogeDea est. Sopponamus enim aeqoa- 
tionis (L) S* pr* solotiooein x unam aaltem involvere Constantem ArVtn^ 
riam a, hoc eat, ai placet, novam variabilem independentem quae io difle- 
rentiatioBibiis ipsioa x aingularam x^^ x^^ •••• x^ resipecfo iostitneiidia pro 
Conatante hab^tar eC qoae in ipsa aeqoatioue proposita noo inveuitur. SAta» 
taendo x ipaarom x^^ x^f •••• x^^ a fbncfioneDi ewe, etiam a pro ipaaram 
Xf Xgf x^f •••• ^n fiiQCtione habere Ucet, 

\. C& •— 3 J \Xj Xi , «Pj , • « • • Xfgj 9 

et Tice versa hac fonctioDe f cogoita per reaoloUoDem aeqoatfoois (1.) ob- 
tinea fonctiooem qnaeaitem x. Qoaeranioa igitor Hlam fonctionem f, eamqoe 
Qt fbnctionem iocognUam in aeqoadone differentiali propoaita (1.) {.pr. intro- 



dx dx 

docamna. Coro in formandia differeotialiboa -2— -, -szry ^^ habeator a 
pro Conatante, fit, differentiando aeqoationem (1.) ipsioa Xi respecto, 

^ ~ dx ' Bx,^ dx, ' 



onde 



«. 



JJL 

dx _ ö^i 

dx^ df 

dx 

vel adhibendo Lagrangianam notationem, 

Bx f(^i) 
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Substttaendo ipsarmn -k — , -^-7- etc. expressiooes qoaa formnla praece* 
deos mippeditat, abit aequatio (1.) pr. in banc: 

^. u ^a^ \Xj Xi .... x^y — ^,^^^ , — -^7^^ •••• fl^xD^ 

In bac aequatioDe est f fanctio quaesita dam x variabÜibus acoedit inde- 
peodentibos, qnanim igitur Damerus onitate maior fit quam in aeqnatione 
proposita; porro aequatio (3.) ipsam quaesitam fanctionem f non continet 
aed praeter variabiles independeutes x^ Xg •••• x,^ sola ipaiua /* diflforen- 
tialia partialia /^{x)^ fix^^ etc.; deniqae aequatio (3.) borom diflerentia- 
liam partialiam respecto est bomogenea, nt qaam solae ratiooea ingre<liiiDtiir 
quas differentialia illa partialia inter se teneat» 

Si ipsa aequatio proposita (1.) differentialium -tt^j 7~> ^^* '^ 

spectu bomogenea est, dod aucto yariabilium nomero aequatio proposita in 
aliam mutari potest ab ipsa fnnctione quaesita vacuam. VidelTcet einsmodi 
aequationem bomogeneam ita exbibere licet ut praeter yariabiles dopenden- 
teni et independentes solummodo illorum differentialium partialium per eornm 
unum divisorum Quotientes contineat« Obtinemus autem e (3.) binorum dif* 

ferentialium -5 — , -5 — Quotientem, 

bx df 

dxs oXi 

dx ~ df » 

dx^ ö*j 

vnde aequatio proposita per traDsformalioDem adhibitani non siibtt muiationem 
aliam nisi quod cuique differentiali partiali -p — substituatur fiinctionis jf dif- 

ferentiale eiusdem variabilis respectu sumtum -q—* Hinc aequatio trans- 

formata et ipsa differentialium ^-*--) -5^ •••• -5— respectu fit homege- 

nea, a differentiali -^-^ autem prorsus immunis. Sed ost principium generale 

bene tenendum, in solvendis aequationibus differentialibua partialibus propo- 
sitis quas differentialia certae respectu variabilis independentis sumta non ln-> 
grediantur eam variabilein yices Coustantis indetenninatae agero. Eteniro in 
differentiationibns aliarum respectu variabiliam institoendis ea quantitas pro 
Constante babenda est ; unde si ipsius respectu non differentiatur, ea omuino 

3* 
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Conftaiis est Seconduin boc priocipium antecedeotibus in sol?eoda aeqoa- 

tione tranaformata differeDtiale -^^ non implicaote ipaa x qaae variabilibus 

independeDtiboa accedebat Coostantis Ticeiii gent, neque igitur variabiliam 
iode^eodentiiiin numenis aogetur. Vnde aequatio differeotialia partialis prinii 
ordinitf, differeotialtam fanctioota qoaeaitae partialiom reapectu bomogenea 
et qoam ipsa quoque fimctio quaesita ingreditor, ad aliam revocari poteat 
iu qaa ipsius qoaesitae fonclionia loco qnaDtitaa eonstaDa poaita est. Nain 

aecondtiiD antecedeotia ipaa s pro Conatante babita et ipaorom -^ — loco 
aobfltitotia alioa fbnctionia f diflTereiitialibQs -^-^ , ai solTitnr aeqoaf io et so- 



latio proyenieoa f Conatanti Arbitrariae aeqQatar^ ea aeqoatione fiiuotio 
qoaeaita x determinatar. 

In aeqoatione 
•abstitoanras fonnolas (9.) ; maltiplicatione per -^~ bcta prodit, 

Sob bao forma aeqnaüooea diffierentialea partialea linearea primi ordinia 
tractabo qoas ad eam vidinraa revocari posse omnes. Qoae forma earom 
indoii peracmtandae atque nexui qui eaa ioter aeqaationea differentialea 
volgarea intercedit perApiciendo optime se accommodat. Qnamqaam autem 
aequatio (4.) nnmero Tariabillom conatat unitate minore ^ obaeryandum eal* 
plemmqae in qnaestionibos generaliboa quae ad variabiliam namerum qaanw 
conqoe patent, prae numeri Variabiliam redactione commodam ease aimpli- 
citatem formae. 

Facilis tranaitoa ab aeqoatione (4.) ad (&) qoi fit per formolaa (2.) 
minoa in promto foiase Tidetor ilL Itagrange in praeclaria et celeberrimia 
Commolatioqiboa de aeqoationiboa differentialibos partialibua primi ordinia 
Actia Academiae Berolinenaia a. 1779 et 1785 inaertia. Eulerum nexos 
inter aeqoationea (4.) et (5.) ammno fugisae videtnr; qoippe qoi in Tomo IIK 
Institotionum Calc. Int aeqoationibua differentiaiiboa partialibus dicato de 
aequatiooiboa (4.) et (&.) agit pro it=s2, aed locis prorsos diversi». 
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Extat intordum aequationis (4.) aolatio qoae neqiie ipsa CooBtaotea 
Arbitrarias ünplicat neqiie e aolotiooe Constantes Arbitrarias implioaote pro- 
Teoire potest valorea iia Iribaendo pailieolarea. Qoae aolationea per nie- 
(hoduzn aDtecedentibos traditam ex aeqoatioDia (5.) solotiooibus elici oe- 
qaeuat sed ai extant absqoe omiii integratione inveniontiir; De qaibos ao« 
lationibua aingularibas boc loco oon agam. 

4. 

Proposita aeqmUjooe 

in qua Xy X^ etc« variabilrani x^ x^j etc* fcoctionea quaacoiiqQe deaigoani, 
eioa aolotio generalis e solotiooibas particiilaribiis obtioeri potest Qoae 
pro gravissima earam aeqnationom proprietate baberi debet Neqve eadem 
proprietate gaudet aequatio quam ad (1.) revooavi, 

9. ^ = s,J^ + Ji^J'— +A»^y_, 

quid? qnod easu eins simplictssimo quo aoa taotom adeat variabilis indepen- 
dens, 81 proponitur aeqaatio differeDtiaiis valgarls inter daas variabiles 
X et x^j 

Bx 



•^ = ^'T^^ 



innumerae datae esse possont ipsius x^ fonctiones x qaae aeqnationem prae- 
cedentem identicam reddant, neqne tarnen ex üs emi potest solatio genera- 
lis Tel integrale completom. Propter boc maxime commodom aeqoationes (1.) 
prae aeqnationibos (2.) considerare convenit 

Ac primoDi obsenro, 

L ,,Datis aequationis (!•) solntionibos m particularibas^ 

sohtionem etiam esse qoamlibet eamm fiinetionem 
Fit enim 

an _ BTL df,. an a/; , an a/^ 

ideoqoe 
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y an I y an j. -r ^n 

Eraut autem /i, jfa ••*• fm aeqaatiouis (1.) solationes, unde Aggregata re- 
spective per factores 

an an an 

"a/r* 'W7 •••• 'df^ 

inolliplicata ideotice evauesciuit, sive identice fil^ 

y an , Y ^^ -L "F ^° — n 

q« d. e. 

Per propositiouem praecedentem cam e duabus plaribusve solotioni- 
bus iuQuinerae aliae dedacaotur, eas tautum pro solutiooibufl ioter se di- 
versis habebo quae a se iuvicem suut iudependeutes, sive quarum nalla est 
reliquaram fuuctio. Facile autem patet ciusmodi soluiioues iuter se diver- 
sas sive a se iuvicem indepeudentes uou plures quam n extare posse. Pro- 
positis enim ii + l variabiiium tolidem fuuctionibos a se indepeDdentibos, 
ipsae it-f-l faoctiones pro variabilibus independeotibas somi illaque varia- 
blies vel eamm riuictioDes quaecunque per eas n+l fonetiones exprimi 
possuot Code si haberentur n + 1 solutioues a se independentes , vice 
versa siDgulae variabiles x, x^ .... x^ earum faactioDcs essent^ ideoqne 
secondum Propositionem l. ipsae x, Xi .... x^ forent aeqnalionis (!•) to* 
loüones. Quod fieri neqoid nisi qaaotltates X, Xg .... 2[^ simoi omoes 
evanescmit. QaoUes enim variabiliam una Xi ipsa aeqaätionis (1.) solutio 
wtj ipsius Xi difierentialia partialia variabiliam orouiam Xj x^ etc. respectn 
somta evaoescant praeter diferentiale ipsius x^ respectu sumtum qood nni-^ 
tote aequale est, unde iu aequatione (1.) ipsam x^ functiooi f substituendo 
seqaitor J^ssO. Quoties igitur siugulae x^Xg .... x^ aeqaatiouis (1.) so- 
lotioues sunt, fieri debet 

X = 0, X| =s .... X^ = 0. 
Yix aiitem oionitu opus est in tractanda aequalioue (l.)? a nobis sopponi 
qaantitates Xy Xi etc. nou omues simul evanescere. Dicere etiam licet, st 
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extarent n + 1 solationes a se independentes, quamlibet ipsarooi x^Tg...i x^ 
fiioctioDero etiam pro eamm solationem functioDe baberi posse, ideoqoe 9e« 
candam Prop. L qaamlibet functionem esse aequationis (1.) solutioneuii quod 
absurdom est. 

Qao faciliiui cognoscatur quem fructam percipere liceat ex ioveutis 
m aolaÜODibiui a se iDdepeudeutibos /i ? /^ • • • • /^ ? eas ot variabiles iodepeu- 
dentas in aequatione proposita introducaniDs. Sint x^^ x^i .... ^n-m^t 
variabiles quarom loco introdacaDtur /^^ /a •••• /m» ita ut ^evadat fuiictio 
variabilium, 

Xj Xi • • • • ^„«„„ j flj fl • • • • fm» 

Fniictiouis f difiereotjalia parfialia faarum respectu variabiliani ramta si un- 
eis inclado, fit, ubi x, est una variabilium Xj Xg •... x^^^^j 

^x^ =* \dxj^\dfj dx, ^Vdtr)^^ •••• ^\du)^* 

81 vero dCi est itna variftbiliam 2r„_„^i , d?„.»^t . . . • x^, 

JL - (jr\lfi.4.(AL\ ^A j.r g/\ a/, 
dxi ■" \3fJ dxi ^VdTr)~^ •••• +\^/"3^* 

Quibas expressionibas sabstitutis eroitor, 

Hie nirsQs Aggregata respective maltiplicata per 
aiogala identice evaDescnnt, ande prodit aeqoatio, 

Si m 8SS iiy e (brmula anteoedento haec prodit Propositio : 
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y,IL Inventifl aequafionis 

n Bolotionibos a se iodependentibos f^f^ .... ^,, ei introdocantar 
nt Tariabiles iodependentoa, pro qDacimqne functione f erit : 



4. X 



Bf 



+ ^^.-+^^ = ^(^).- 



dx 

Docet fornmla (4.), si detur aeqiuUio (fO» 

(■|^)=o. 

aive fonctionem propositam f per solu /It /*2 • • • • A exprimi posse. Unde 
solutio geoeralis f erit n Mlationiim particolariiini a ae indepeodeatiim 
fanctio arbitraria, Dolla praeterea yariabili affecfau Haec enioi aololio ex 
aequatione diffierentiali propoaita (!•) neceaaario aeqoitor ideoqne aliaa oomee 
amplecti debet ralationea. 



1. 0:= x4^ + X,4^ .... +X.-^ 



6. 

Qoaeri posait^ an aemper extent propoaitae aequationia dlfereotialia 
paiüalis 

aolationea n a ae iodepeodentea. Quod rerera locom habere e Propoaitio- 
niboa antecedenliboa facile probater , duromodo coocedatur aequationea dif- 
ferentialea partialea ad ioatar aequationia (1.) fonnataa omiuno aüputm ha^ 
here aoluüonem praeter ConsUmtem. Scilicet Conatantem pro ^posiUoi 
aeqoationi propoaitae aatiafacere patet, aed eam ai n^O, inter aolotioiiaa 

noD referam. Qoamqaam pro n s= sive data aeqaatione, X -^^ ss Tel 
^^ SS 0, eioa anica habetur aolotio f = Coostana. 

Ad propoaitotB demoDatraodam fiogamoa aeqoatioois propoaitae babeiri 
in aolationea a ae iodependentea /;, /^ .... f^^ aitqae m<^n. Namsi fof^ 
m^^fij propoaitnm aaaecoti eaaemos; fieri aotem ncn posse m^n aive noii 
plurea qoam n aolationea indepeodentes aeqoationia (I.) extare poaae %. pr. 
monoL Somendo fn f% •••• fm ipaamm x^^ x^i .... ^«..«»^i loco pro vmria* 
bilibna indenendentiboa. aeaoatio proDoaita aeeandam formalam (9.) « im» 
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haec evadit, 

lo qua aeqoatione cum desiut differentialia partialia yariabifa'am indepen- 
deDtimn, fif fi • • • • /m respecto mmta ipsae fiy fi .4 . . f^ pro Constanr 
tibos babendae soot Unde qoamdia n— ifi>-0 aeqaationia praecedeu« 
tia extabit aolotio fm^i 9 qoae noa ait aolarom fu f2 • • • • fm Amctio, 
qoippe quae pro Constante babenda esset, aequationes aulem ad instar 
praecedentis formatas siqaidem variabiliDm iDdependeDtinin nbmeras miitateni 
saperet semper aolationeoi praeter Constantem babere sapposituoi est. Hinc 
Dnmenun solotioniim a se independentiom codüuuo aujpere licet donee tat 
191 CS iiy quo casn aeqoatio {%.) in banc abit: 

quae doq babet soIatioDem praeter Constantem sive qnod pro bac aeqnatione 
idem est praeter solationam iam inventarom fonctionem. 

Ex antecedentibus patet si aequationis propositae (1.) solotiones a 
se independentes aliae post alias io estigantur post qoamque solationem iur 
veotam nomeram variabilinm independentiom onitale minqi posse« Ut nova 
babeator solotio a iam inventis independens, aequationis ita reductae solu- 
tionem indagare sofiicit quamcunque praeter Constantem. Quo in negotio 
eo usque pergere licet, donee aequationis propositae babeautur n solotiones 
a se independentes. 

Inventis aequationis propositae n solutionibus a se independentibus 
fiy f2 •••• fn quamcunque aequationis (1.) solutionem ipsarum /^, f^ •••• f/^ 
fiiDctionem esse etiam inde patet, quod si baberetur solutio ^ fi^ {%•••* fn 
Independens, aequationis propositae plures quam n solutiones a se indepen- 
dentes extarent, quod fieri non posse %. 4. vidimus. Secundum antecedentia 
IpMrum fi^ fi ««#. fn functiones totidem a se independentes quaecunque et 
ipsae sunt aequationis propositae (1.) solutiones a se independentes; et vice 
versa ^ aequationis (1.) solutiones quaecunque n, quarum nulla reliquarum 
functio est> functiones a se independentes esse debent ipsarum /!, /^ •••• /^« 

Quia aequatio 

in qua 11 funetionem arbitrarium designat, est aequationis propositae (1.) 
inMSo generali«, secundum f. 8. solutio generalis aequatiouis 

CMIt't lovma d. M. Bd. XXUL Hft. L 4 
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^^ u& ^^T .im£ "A "Y* ^^9 A • • • • "Y* .i^jg 



dabitor aeqoatiaoe: 

Geoenlitati nihil addit Conaüns Arbiinria a qvippe qvaa poMre lieet 
fuctioiij arbitrariae [I rabesae. Itaque aeqoatiooe difereotiali (&) ioficatar, 
aeqaatioiieB ioier n+l yariabfles x, x^ .... ar., e qn Talor fimetioni jr 
yeteodoa aft, repreamtari posse ut aeq«atioiieai inter ouBerjm miRate ■!- 
oarm qnaatitatoa^ qoae nt aoliitioiies d^otor aequadonis, 

Qoae yero ot aeqoatio inter illaa m qnantitaies loeun babens ipaa aeqn» 
tiooe (5.) nnllo BHido definitnr, aed prorsos in arbitrio relinqnitQr. 

Ut aeqoationia (1.) aolnlio deterflunetnr, addi poteat conditio vi f m 
dataai ipaamai Xgj x^ .... or. fnnctioneB abeat, nbi x aive evaneaeity aiye 
datiai conatantem yaloreM indoit; yd etiam generairns nt inter x,x^....x^ 
aeqoatioiie data qoaconqne F(x^ Xg .... x J =: abeat f in fractioneat 
dataai qnaaM^onqne Fix, x, .... x,},. J^xpriina&iiir enim F et T pe? /"i, 
A •••• fm onaaiqoe Tariajbilinm x, x, etc. yelaCi x; deinde ex aeqoatione 



aeqoabitnr f ipaamai /;, ^ .... fi, fboctioni, in qnani abit T(x, f^j /, .... fj 
?oneodo r —^(fu U •••• AX boc est, fit aolntio qoaesita, 

f=r((p, /;,/,..../:). 

Haec enim ipaioa f ezpreario et aolamm f^^ ff — fn fonctio ideoqne aeqo»- 
tionia (f.) adotio ttk nbi F= aiye (P -^ x in datam fnnctiooeai F abiL 
Per antecedentia probatnr qnoqne, qood bene tenendom eat, aeqoationia (1.) 
adntioneai f, m pro x =: ant pro alia qoacnnqae aeqoatkMie Fs= qoae 
non in aeqoationeai intar aolaa /;, f2....fn redeat Coostanti aeqoetnr ipaaai 
eaae Constantem. Yidelicet ai ipaarom /;, /, .... jf. fonctio f ponendo x =& 
9(/i9 fr **•• A) Conatanti aeqnator, ipaa illa fnnctio f eaae debet Conatan«, 
coffli ea poaitione motationem nnüani anbire poasit. Scilicel aoppono ipaaia x 
non eaae quantitatom ^9 A *-** A fonctioneai gncd ad nnaai certe yari»- 
bilioiB X, Xg .... x^ yalet 

Simili ratione aeqoationia «5.) soloti o hac conditione detenrioari puteat^ 

Qt data qoaconqoe aeqoaüone F=0, aWa qooqoe data aeqoatio qoaeconqoe 
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FssO inter ipsas x, Xj, .... x^ locam babeat« Rorsiui enim et J* et F per 
^yfiifi •••• fn expressis, elimioando x ex aeqnatioDibos i^ssO, FssO^ 
obtinemiw aequatioDem 

n(/;,/, ....r„) = 0, 

qua ai x per x^yX^.^^.x^ determinator, solatio aequationis (6.) qnaesiia prodit. 
Pestalavi aotecedentibi» yariabiles x, Xi •••« x^ exprimi per onam 
earmn x ipsasqae /i» /a •••• /Si> bi^o ipsas, 

pro variabilibos iodepeodentibua aimiL Quod semper licet dusuI x ipsamin 

fij ft •••• fn foDCtio «it ideoqae aeqoationia (!•) aolatio. Si vero X aequa- 

tiönia (I.) solotio est, fieri debet 

X = Q, 

et vice versa patet, si XssO, esse x aeqnatioois (1.) solationem« Hioc 

Sequilar Proposiiio: 

,,Ipsas fiy f% •••• fnj X pro variabOibos indepeDdentibus sumi posse 
^quolies X non evaoescat, noa posse, si evaaescat/' 

Aeqaatioois (1.) Coefficientes X, Xx etc. si noa omnes evanesconti 
qoocam nalla omaino aequatio baberetur, sapponam in seqoentibus, etiamsl 
Don expresse adeotetor, esse X eam quae certo non evanescat. Cam nolla 
sapponatar inter quantitates/i,/^...«/;,d? extare aeqoatio, ipsae fiyff^^fn 
etiam pro soiaram o^i, X2 •••• x^ fuoctionibujs babitae a se independentes 
erant, ideoqoe si X non identice evanescit etiam fonctionam fi^U •••• fn 
Determinans, 

identice evanescere nequit* Y. Comment. äe Determinanäbus FundtionaKbus. 

Solationes fu f^ •••• fn a doabas simul variabilibos vacaae esse 
Bon possnot, qaia non dantar n — 1 variabiliom nfancüones a se indepen- 
dentes. Si solationes illae onmes unam variabiiiam, ex. gr. variabilem x 
non involvont, singolae x^ x^ .... x^ per fxf f2 •••• fn exprimi poterunt 
sive aeqnationis (1) solationes ernnt« Qnod fieri neqnit, nisiX,, JT,....!^ 
omnes simnl evanescunt. Unde vice versa, si non omnes X^^ Xi .... X^ 
eimol evanescnnt, solationes aequationis (1.) non omnes ab ipsa x vacaae 

esse posBont 

Si dico, designante f aeqnationis (1.) solutionem qnamcanqaei aeqoa- 
tione /^es determinari ipsarom x^^ X2 •••• x^ fanctionem x satisfacientem 

4* 
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äequationi, 

tacite BoppoDO eam solationem f ipsam s omniDo iovolvere. Coiamnodi so- 
lutionem s^mper extare antecedentiboa vidimoa otsi ipaae Xi^ X2 ..••• X^* 
mmvl omnea evaoescant« 



Adootabo iam casus quosdam speciales 9 quibiis aeqoationes differen« 
tiales partiales lineares prioii ordinis aat solyere aiit ad alias sinpliciores 
redocere liceat 

Statoamus aeqMtioDi (1.) $• pr. aocedere temunam com a fonctiooe 
qoaestta ^ tom a differentialibus eins partialibos vacaonij tta Qt aeqoatio 
proposita Sit, 

1. X-^ + Xt-^ .... + X^-jJ^ = U, 

deslgaante ü ipsaram Xy Xg ••,. x^ fbnctionem. Constabit aeqoadoiiis (t.) 
«olutio^ 81 aequatio, 

conplete soluta est; hoc est 9 si eins novioras n solutiooes a se indepeii- 
dentes fx^ f^ .... fn. Ipsis enin f^y /^ •••• fn Tariabilioni x^ x^ .... x^ 
loco introdoctis, aeqoatio (1.) secndüm formidani (4.) %. 4» ablt in hane^ 

10 qoa datae ipsaram x, Xi .... x^ fbnctiones JT et 17 per ipsaa x, /t, 
f^ .... fn exprimeodae soot Ex hac aeqoatione seqoitor 

siqoidem io integratione ipsios x respectu transigeoda ipsae /i^ /a •••^ fn 
pro CoDstaotibos habentor atqoe F ipsarom fy fi •'•• fn fonctionem de» 
sigoat arbitrariam. Ut exhibeator solotio inveotaper variabiles x,Xg....Xny 
post lotegrationem factam restitoendae eront ipsarom /ii ^ «••• /» expres- 
siones per variabiles x, Xi .... x^ exhibitae ; sed per idooeam iotegraliora 
definitomm applicationem fieri pötest, ot expressiooes illae iam sob signo 
integrali sobstitoaotor. Qoa raiiooe qood semper pro comraodo baberi debet 
obtioetor fonnola per ae ipsa dara neqoe interpretatione verb^ egeosi 
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enim 

io functione illa qoae mb signo integrali iDvenitar scribo ^ ipsiiis x loco} 
designaote a Coostantem seu ipsarum /i» ^ •••• jf» fanctionem integratio 
eztendenda erit inde a ^«sa usqae ad ^cao?, sire eriit 

qua in fonnula sub integratiooia aigno ipsanui fif ft •••• fn expressicHiM 
per variabilea propositas x, Xi ....x^ anbstitiiere licet Proponatur ex«gr« 
raridoiim aeriei Taylorianae 

ubi n, SS 1.2.3 ••••ii. Expreasionen ad dextram fincile patet aatiafacere 
aequatioDi differentiali partidii 

6, ^f _ ^f s g" »(a ?) h»^* 

dop dh dx* ' 11(11^1) * 

Aeqnationis. 

est aolutio, 

A = * + *> 

ffa loco A introdücta at Tariabili independente fit aeqoatio (C)^ 
Hac integnU» aeqaatione prodit, 

defl^^naote a fimctionetti gaantitatia fi qoae inter integratioiieni pro Con- 
ataiite habetor. In dextra aequationis praecedentia parte mib integrationia 
ngno aoribator ^ loeo x atqne reatitoator x + h loco fi , prodit, 

Valor ipaioa a eo determinator, qood evanescat /^pro A a aive pro xssf^^ 
ande limea infwiw fieri debet. 
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His collectis limitibosqoe inversis prodit, 

Qaod notam est integrale definitam »eriei Taylorianae reandoom exprinena. 
Stataamas proposita aeqaatione (1.), 

Coefficientes X, Xi etc. onius variabUis x esse fuDctiones. Pro singolis 
indicis t valoribus 1, 2 •••• n Yoeemas (P; fuDctionem quae satisfaeiat 
aeqaationi, 

onde fity 

Com sint X atque J^- solios d? faoetioDes, etiam integrale qaod aeqnatio prae- 
cedens impHcat solios x fonctio erit ; integrali enim non adiiei suppono alia- 
ram yariabilium functionem qaasi Constantem Arbitrariam. Unde erit (f)i 
etiam aeqaationis (1.) solutioi cum ipsios (p; differentiaüa partialia praeter 

-f^ et -^-^ omnia evanescant, ideoque pro ea solutione aequatio (1.) 

redeat in (7.)* Nanciscimur hac ratione solationes »aeqaationis (1.) (P^ 
(Pz • • • • ^ny qaae a se independentes erunt cum singulae implicent singolas 
variabiies a se independentes Xiy x^ .... x^. Unde fit aeqaationis propo« 
sitae (I.) solutio generalis, 

f= n((p,, (P, .... (pj. 

Prorsus idem valet, si ipsae Xi praeter x respective variabiiem Xi con» 
tinent, nisi qaod eo casa determinatio functionis (p^ per aeqaationem (7.) non 
Qoadrataram sed integrationem aeqaationis differeutialis vulgaris primi ordinis 
inter daas variabiies reqairit. Exemplum propositam complectitar casum quo 
Ipsae X, Xi etc. merae Constantes sunt. Designantibus enim a, üg etc. 
Constantes si proponitur aequatio, 

dx ' * ^x^ ■ * ax^ • ^ ^ c Xn 

e praecedentibus eins solutio habetur generalis, 
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Ad hanc revoeatur caras quo X, X^ eic. respecüve ffolamm it, Xg etc. 
foDctiones soot Introdocendo enini ut yariabilem iodepeDdentem loco Xg 
ipsiufi Xi fanctionem ti datam per aeqaatioDem, 

fit, 

tnde aeqmitio proposita abit In hanc, 







ILMJLM-iL... A.Ai 
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t +^ir^^ *••• + dt. 
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cüma est aolatto generalis 

sive erit f diflbrentiaram iotegralium, 

J x^ 

fdnctio arbitraria. Qao frequeoter et aliis casibos uti licet artificio^ coiiui 
ope Eulerus noniiQlloruni qaae tractavit exemplornm solationes facilins 
detexisset 

Consideremaa casum generaliorem quo onmes X, Xi etc. solamm 
Xß Xi ..: Xn^^ fuQctiones aaot neque igitur variabiles o^^^ Xn^i •••• ^»^m^i 
Gootinent Eo casa indagentur aolarain x^ x^ .... x^j^ fimctionea a »e 
independeDtes, 

qoae sint solutionesr aeqaatioiufl^ 

Emnt illae etiam aequationis (!^.) solationes cum ipsas ^»-.nH.ir^i>-iii^2 **** ^n 
Qon coDtineaDt ideoque earum differentialia barom respecta yariabilium snmta 
eraoescant Introdactis fi, f2 ..•• /^ variabiliom xi^ x^ •••• x^^n^ loco, 
e S-4. fit» 

differentialia antem ipsamm Xn^m^i etc. respecta samta ea novarum varia- 
biliom independentinm introductione nou mntanda sunt, qoia fu f^ etc. ilias 
Aon implicant variabiles Xn^m+i etc. Indult igitar aeqoatio {9.) hanc formami 
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IQ qna CoefScientes Ä, ^^,»..^+1 etc. per quantitates a:, f^ fit •.•. fn^^n ex- 
primeodae sunt neqoe secimduni soppositioBem factaa Tariabiles x^^^^u 
Xn,^^2 •••• x^ implicant In aeqaatione praecedente quantitatea /i« /^ *•• 
• • • fn^m quaram respectu noo differentiatar, pro Constantibiis babendae saot; 
uude illa in casum antecedeotibos tractatom redit, quo Coefficientes nnhia 
väriabilis fauctiones sunt ; qoi casas per sdas Quadratoraa absolvebatiin 

Aotecedentibus aequatio proposita qnotiea Tariabiliom independentium 
noDuuUas non ipsas, sed (autom differeotialia earam respecto ramta cootinet, 
ad aliam revocatur, in qua totidem variabilea omnino derant sive Tariabiliom 
indepeudentiam numerus totidem unilatibus minor est Quod fieri posfse in 
aequab'onibns differentiallbus parlialibus pritoi ordinis etiam non Bnearibnp 
lam olim Eulerus docnit. 

Si ipsae quidem X, Xi •.•• JCi».„, solarom x, Xi .... Xn^^ fonctiones 
aunt, sed reiiquae J^n^m+D X^^^^ etc. variabiles independentes omoes im- 
plicant, valebit adhuc aequatio redncta, 

sed in ea CoefBcientes praeter ipsas /i» /i •••• fn^m^ 4<uie pro Constantibns 
faabentur, adbuc variabiles x^ x^^ x„^i .... ^n-.in4i continent Bo igitnr 
casu aequatio proposita, in qua variabiles independentes sunt nnmero it-f-l, 
in duas Aviditur, alteram post alteram solvendas, in qnarom priore numems 
variabilium est »— 111+I9 in posteriore m^-l* 

Sob fiuem addam exemplum quo ilL Lagrang^ in Commentatione, qua 
primum aequationes differentiales partiales primi ordinis ad aequationes dif- 
ferentiales vulgares revocavit, eins reductionis usum iUustratum ivit. Quod 
videbimus exemplum eadem elegantiaet fortasse magis directe sine aequa- 
tionum differentialium vulgarium interventione obsolvi. 

Proponatur aequatio, 

Functio quaesita z m per aequationem ^= a determinatur, satisfacere debet/* 
aequationi sequenti, 
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quam sie exhibeo: 

Secondam supra (radita evanescit expressio, 

^5f +T^+ dy ^ dz ' 

81 f est quaecunque differentiarQm 

fanctio, qoas ea de causa triam variabilium indepeDdentiaiB loco iotrodaca« 
mas; pro quarta sumo omnium variabilium sommam /4'^'4*>' + ^* Sit 
z — t ^= p, z — X sss ^, z — y zs^ r^ t + X'\'y + z es s, 

atqae differentialia partialia ipsamm p, ^, r, 9 respecta aumta oneia iiiclu- 
dantor, fit 

'lf+-|^+r|^+«ll=K|^)+KI|)+K|f)+'(|f)- 

Uude aequatio proposita in haue abit, 

= 3.(-|f)-,(-^)+K-^)-r(-^) 

sive per 3 divisa in banc^ 

Qaae secondom antecedeotia docet aeqaatioi functionem qaaesitam f esse 
fimctiouem arbitrariam difierentiarom. 

vel 61 logaritbmis nnmeros substitois, functionem arbitrariam quantitatum, 

9p\ sfj #r», 
quod cum solutione Loffranffiana convenit 

7. 

Aequationis differentialis partialis linearis primi ordiois, 
^' =r Z .^ ^^,.g_+^__ .... +2:^-g_, 

ad quam reliquas omnes revocavii proponatur solutionem f in seriem infini« 
tam evolvere, addita simul conditione maxime generali cui satisfieri posse 
$. 6. vidimus est functio f pro data inter yariabHes independentes aequatione^ 

17 = 0, 

Grelle*! Jounud S. M. Bd. XXm. Hft. 1. 6 
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io datam fanctionem F abeat Pono 

«• r- r-ri7+p'^-r''j^ + etc., 

quae expremio eonditiool propositae aperte «atiafacit Sobstitata (2.) io 
aequatiooe proporita (1.) et expreasionibus siDgolia io aiogalaa ipaioa U 
potestatea ductia oihilo aequati«, eraootar aeqoationea qaiboa quaotitatea F^ 
F'^ etc. aiiae poat alias e data fboctiooe F determtoari posraot Pooamua 
enim deaif oaote F ipaaram x, x^ .... x^ faoctiooem , per ipsoia V oocis 
ioclosom deootari expressiooem, 

3. [V] = X^j^ + Zi-j^ .... +X«-g^, 

oode ai Fa 17% fit 

Qua adbibita notatiooe, aobatitueodo (S.) aeqoatio propoai(a(l.) io haoc abibit, 

5. =5 [FJ — [FT 17+ [T"] V — etc. 

-.{T'— F"17+ r^'lP +etc}[r]. 

Ccii aequatiooi aatiafit ponendo, 

quibos formolis seriei iofioitae propositae Codfficieotes alii poat alioe de- 
tenainaotar. 



Ü U ipsam x iuvolvit, e Tormola (f.) obtineri posaunt aeqoatio- 
nis (1.) solotiones • a ae independentes ponendo ipsios F loeo soccessive 
ipsas Xg^ x^ .... x^. Inter solutiooes eniai sie proYCoieotes extare oon 
polest sEbqoatio qoippe qoae etiam locam baberet si statoitor 17=sO sive x 
ipsamm Xi^ x^ •••. x,^ fonctioni aequalis; posito aotem UsssO, solotiones 
io qoantitates Xi^ x^ . • • . ar„ abire statoimos qaae a se independentes sunt 
neque a se dependeotes fieri possunt eo quod alia qoantitas x earum fun- 
ctioni aequetur. 

Siot variabiles x, x^ X2 •••• x^ omnes unius earum functiones qoae 
salisfaciant systemati aequationum differentialium volgarionii 

7. dxg s -^rf^, d^2 ~ -^dx, .... dx^ = ^i^i 



X ' — ' x: 

designantibus F et VF binas ipsamm x, x^ .... x^ fonctiones^ erk e (3.) 
et (7.), 
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ideoqiie e notatione adbibita, 
Unde e formnlis (6.) obtinemasi 

*• ^ ^ir> ^ rft; ' ^ TlT' ®^^' 

Variabiles o^^ d?i •••• ar« si utiias earom fonetionea aunti funotiones etiam 
enint caiaslib^t eamin functiooia U, unde F pro ipaiua ü fanctione haberi 
potest CuiQS functionis differeotialia raccessiva eraot e (9«) ipaae T\ V^* 
etc. aive erit, 

scilicet Algorithmi (6.) qaibna qoaotitates T\ T^^ etc. formantiir iidem aont 

qnibua inveniiiatiir differentialia^ 

d^T 

m et r et 17 daotar at fonctipoes Yariabilimii x, Xg *••• x^, ioter qua« lo- 
CQin habent aequationea differentiales vulgares (7.). Nee oisi aequationes (7.) 

integratae habeantur ollo alio modo illa differeotialia jrmr deteminari pos- 
aunt niai per Algorithoioa (6.)* 

Sobatitutis (10.) abit series iofinita (2.) in banc, 

#^ r rfr rr i rf*r v^ rf»r v , . 

quam e theoremata Ti^lariano constat aequari quantitati constanti, 

rciT—ü) s=r(o). 

Videmus Igilur aequationia (t.) aolutionem quamcunque in quantitatem con- 
atanlem abire si inter ipaaa x, Xg .... x^^ talea conatituantor relationea quae 
aequafionibus differentialibua volgaribua (7.) aatiafaciant. Quod abaque ollo ae- 
rierom iofinitarum adiumeoto patet ai repotamus propter aeqnatiooem ideoticam 

Y ^f 4. X ^f 4. X ^f SS O 

5<> 
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evanescere ipaiiw / differentiale 

'f = 4^dx + J^is, .... +4^dx,j 

qaoties aeqaatioDes differentiales (7.) locom babeant Uode si ioter ipaaa 
Xf Xj.... x^ locim habeat aeqaationes qaaeconqoe e qnibos aeqoatioDes difle- 
reotiales Yulgarea (7.) dedaci pcasmit, ex iiadem aeqoationibaa sequi debet, 

df SS sive f SS CoDstans. 
Sed de spiemtde aeqoatioDaoi differenUalium ynlgariam (7.) ehisque in- 
tima coonexione cim aeqaatione differeotiali partiali (t.) fiisioa io 8eqae«i» 
tiboa a^^am. 

De aequatioiniiii diflerentialiam Tolgariiim nmultiiiieanuii 

sTstematis. 

8. 

STstema Mqaaüonnm diflerentialiam valgarlnm sinoItaaeaniB ftojfO- 
nanos forma proportiouis, 

deagnantibos X, Xi etc. datas qaascnnqae yariabiliom or, x, .... «. fanctio- 
neSi Quam proportionem locom tenere censeo it aeqaaUonam, 

Qaaaqoam in forma proposnta differentialia ordinem primom non ^rediantor 
ea pro generali haberi potesC, nt ad qoam qnodvis systema aeqoationam 
difinrentialia vnigaria caiosllbet ordinis impUcaatiom revocari poteat Sit 
primom propodüi ana aeqaafio diifbreotialis n^ ordiiüs inter dnas TariabUes 

designante Y fuctionem qnamcanqae ipsaram x, y et qootientiom diferen- 
tialiom ipsioa y osqne ad n — 1**: statoendo 

'r — v^-') 

aeqnationiB propoaitae locam tenebit proportio 

lU u (knctione F pro düerentialibas j^ ponendae sunt qoaotitates y*^. 
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Uflde inirodacendo ipsas y'ry^^ « • • • >^"^^^ nt novaa yariaUIes revoealor 
mia aeqnatio »^ ordinia inter doas variabiles ad n aequationea primi ordinis 
inter n-f*! Tariabiles. Si aeqaationea (4.) comparamua com (l.), videmas 
eaa coDatitoerecaanni qao pro ipsina t valoriboa 1, 2 •••• n — 1 babeatur, 

ipaa X antem nnitati aequalis et oltima 2^ omDiam variabilion fuoctio sit« 
Vice versa qaotiea proponitar haiusmodi sjstema aequationom differeutia- 
liom vuIgariuD, 

6. ' dx : äXi : dx^ • • • • dx^^i : dx^^ = 1 : o^^ ' ^i •••• •^h^^j 
id cum ouica aeqoatione 

conventt, in cniaa dextra parte X^ ipsia «2» ^s> •«•• ^m respecüve aob* 
atitbeoda aunt differeotialia, 

Prorsoa aimOi ratione formam aeqaationam (I.) indaere poteat aj- 
atema aeqoationum differeQÜaliam yolgarium/ 

obi in fottctionibuB A, B, etc. differentialia ipsiua x ordinem p — 1**", diffe- 
rentialia ipmoa y ordinem y — -1*^ etc. non excedont Boraua enim ponendo 

introdacantmr x^y x*' .. .. a?***>, /, y'^ • • . • y^^^> nt novae variabilea: 
aeqoationnoi propoaitaram (8.) locum tenebit proportio 
». dtidxidx' .... dx^P-'^zdx^^'^idyidy' .... rfyC^):^/^-*) .... 
= 1:0?': o?'' .... ap<'^*>:^ : / : /' .... /^•-'> :B ...., 

ubi in fonctionibna A, B, etc. differentialibna -4^ , -^^ etc. aöbatitaendae 

aont qnantitatea x^^, y^^ eto. Unde introducendo x\ x'\ eto. nt novas va- 
riabilea, aeqnationea (8.) ad /'+7+ ••*• aeqoationea differentialea vulgarea 
priou ordinia revocantor. Aeqnationea (9.) forma propositamm (1.) gandent 
earomqne casum constitunnt eum qno X= 1 atqne pro inaeqnentlbua indi* 
da i valoribna, 

Xi = Xi^iy 

exceptia valoribna ipsina t aliqoot intermediia eioaqne valore finali issn^ 
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pro quiboi Xi non uni variabiliam aequalis est sed omniom variabüiimi 
functioni aeqaari potest 

Si differeotiales vulgares propositas noo immediate ad fonnam aeqoa- 
tionam (8.) revocare licet , id semper per idooeas differentiatiooea et elimi- 
jnatioDes fieri poterit Ut exempiom aimpiex tradam, proponaDtor doae 
aeqaationea, 

10. tl SS 0, r es Oy 

siutqoe ipsarum x ei y differentialia altisaima qaae in iis obyeniont, 

d^x d'fy 

df ' rf*^ 

qaomm otmmqae alteram afficiat aeqoationem ii ssO, altera antem rssO 
eorom neatram invoivat sed altisaima ipsarom x et y differeotialia qaae in 
ea obveniont aiot, 

Sit t ^ A:^ aeqoatione r ss differentiata t viciboa aaccesaivia, ope • aequa- 
tionam^ 

ex aequatione ii ssO elimioari poterant differentialia, 

rfP-^'jr rf^^V d^x 

ita ut altissima qaae aeqaationem ii = afficiant differentialia fiant^ 

ITnde ex bac aeqaatione et aequatione r = resoluiis erui possunt aequentea^ 

in quibns et Ji et B nonnisi differentialia iia quae ad laevam posita sunt 
inferiora involvunt. Quae igitur gaudent aequationea forma proposita aequa- 
tionum (8.) ideoque ex antecedeutibus etiam ad formam aequationum (1.) 
revocari posaunt. Eritque aequatiunum propositarum ii s= 0, r ss systema 
(/i + y — •T ordinis. 
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9. 

Demonstravi %. 7. 
L ^per aeqoationes finitas^} qaae aeqnationibiis differeotialibos 
Tnlgaribuiy 

saturfaciaDti ooamqoamqae solationeBi f aequationis differeotialis partiaUa» 

aeqaalem evadere Conatanti.'' 
ftcilicet fit, 

^Qae expressio evanescit, ai dx, 4xi etc. eandem rationeoi inter se teueoi 
atqoe qaantilatea X, Xi etc. aimalqoe fboctio f aequationi (2.) identice 
aatisfacit; abi autem if^sO» fit 

8. /* SS Constans. 
Propositionis praecedeutis exceptiones baberi powoot si fieri potest ot per 
n aeqaationea sioml omnea n-f*l quaotitates X, Xi .... X^ evaneaceotes 
reddaotor, vel si eveoit ut per aeqoatioDes illaa fioitas differentialja fbnctio* 
nia f pariialia io iofinitam abeaot, qaippe quo caao df indaeret formam ex- 

presaionis iiidetemiinatae '^. Quibus de exceptionibus singolaribus bic 
000 agam. 

Aequationia (S.) com extent nsolationea a ae independentea^ sequi- 
tur ex autecedentibus per aequationes inter variabiles x^ Xg etc.» e qutbus 
aequationes differentiales vulgares, 

Bxidxi .... idx^ s= JTtXt •... iX^j 

deducere liceat, evadere n solutiones aequationis (8.) a se invicem iode- 
peodeotes aequales Constantibus. Vice versa habetur Proposiüo: 

IL ^Si nsolutiones a se independentes aequationis diflerentialis 
partialisy 



*) Aequationes finitae dicoatur, quae sunt inter solas variabiles dependentes et 
independentes neque eamm differentialia invoivunt. Si quotientes difierentiales pro 
novifl variabilibus sumuntur, fieri potest ut eadem aequatio modo pro aequatione fimt», 
modo pro aequatione differentiali babeatur. 
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aequales poDuotur Constanüboa Arbitrariis, babentor inter n-f-l varia- 
bflea X, xg .... x^ aeqüationes n, e quibna dedacere liceat naeqoatio- 
nea differentialea vulgarest 

dx : dxi . . . . dx^ = axJli • • • • X,^. 
Ad Propoaitionem antecedenteai demonstranduni aopponanoa, ipsam X non 
identice evanescere. Sint aeqaatioaia differeqiialia partialis propoaitae ao- 
lutiooea b se indepeudeiitefliy fi^fi .... /;, qaae reapecthre Conatantibas 
Arbhrariia (ti^ Oi •••• (&» aeqaalea ponaotur; aeqmtor ex aeqoationibos., 

differentiando : 

Aequationes praecedentea babeamus pro n aequationibos lineariboa qaaniiB 
incogoitae sont n quantitates dx^ dx2 •••• dx^} aecandam (2.) aatiafit 
aeqaatiooibaa Uli» poueodo 

7. dXi =s —j^- dx, dx2 = J dx, . . . . dXf^ es J ifop, 

qaae cum aequationiboa differeDtialiboa Yolgaribua propositia conveaiaiit 
Uode vice yeraa ex aeqaationibas (6,) necesaario aeqauiitiir aeqaaüoiiea {7.). 
Aeqaationam enim Uueariam qaarani idem atqae incognUamm nomenia aem^^ 
per oDica tautum babetar reaolatio ai earura non evaneacit Determioana:. 
aeqaationQm (60 aatem DetenniaaDa^ 

Tidimiia $. fi. noa evanescere ipao X oon identice evaoeacente. 

Qaantitatea aiy 02 •••• (x»h com Dt Conatantea Arbitrariae valorea 
qaoacunqae ioduere poasint et ipsae pro variabiRbue iodependentibiia baberi 
posaunt, ita nt aeqnatiooea finitae qoae aequationibna differentialibns pro- 
positis (1.) aatisfaciiint, praeter ipsaa x, Xi, ^2 •••* x^ adbuc n aliaa in^ 
dependeutes variabilea involvere possint, qoae neqae ipaae neqne differen- 
tialia eanun reapecta anmta aeqaationea diflerentialea propositaa afficiunt 
Yariabilium illarum novarom indepeudentium ai 9 et, • • . • a« loco functionea 
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earam quaecuuqae n a se iodependenfes jSx, ß2 •••• ßi, in aeqnationibas in- 
tegralibos introduci sive pro Constantibus Arbitrariis ammi possunt Quo 
idem asseqaimar ac si in aeqaationibus (5.) ipsarnm fif fi ••••fn loco fanctio- 
nes eariim n a se independeotes pro aequatiouis differentialia partialis su- 
mimos solutionibus qaae Gonatantibus Arbitrariis aequentor. 

10. 
Propositis aeqaationibas differeuü'alibos valgaribus, 

1* dxidxi .... i dxn s=^ JE^:JE^ •••• i^Sl^j 

earam äequationes integrales dicontar n aeqnationes finitae e qnibaa pro- 
poaitas dedacere licet, et dicontur illae aequationes integrales completae si 
n Conatantes Arbitrarias involvunt, quae ad minorem namerum revocari non 
possnnt Sint ßx , ßi •••• ßn Constantes Arbitrariae quas aequationes in- 
tegrales completae involvnnt, atqne sint rursas 

solationes a se independentes aequationis diflerentialis partialis, 

qnas ab omnibas Constantibos Arbitrariis vacoas snppono* Secundnm 
Prop.I. S.pr. per actqaationes integrales propositas fieri debent fiyf%..:fn 
Constantibos aequales, 

quae ernnt ipsarnm ßi^ ß2«««« ß» fiinctiones. Aequationes quae hac ratione 
obtinentur, 

com a se invicem independentes eodemqoe numero sint, locum teuere pos- 
sont aeqoationom integraliom propositarum. Quae cum completae esse sup* 
ponantur, fieri debent ai, Ot •••• dn ipsarum ßj, ßs •••• ß„ functioues a se 
independentes. Nam si foret earum una, o» reliquarum oci, a^ .... ot^^ 
functio, ipsas praeterea ßi, ßi etc. non implicans, sequeretur aequationes 
integrales propositas revocari posse ad alias, Constantium Arbitrariarum 
ßi9 ß2 *••• ßn-i functionibus tti, a% .... a«.i affectas neque praeterea ipsas 
ßi etc. implicantes. Unde illis ipsarum ßj etc. functionibus pro Constanti- 
bos Arbitrariis somtis revocarentor aequationes integrales propositae ad 
alias minore Constantium Arbitrariarum numero afiectas, ideoque secundum 
definitionem positam non essent completae. 

Grelle*! Joonial d. M. Bd. XXOL Hft I. 6 
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Si fti, ch •••• tt;, sunt jpsanim ßx^ ßj •••• ß» faucüoiies a se inde* 
pendenteci, etiam ß^, ß, •... ß„ ipsantm ai, (ti ••••An fonctiones a se in- 
dependeotea auot. Dude e (3.) seqoitar, 

4. ßi == F„ ß, « F, ß, = F,, 

designauiibus Fi , F, • • • . F. ipsamm /l » ^ • • • • /» functionea a se inde* 
pendentes« Itaque ipsae qooqoe F^, F, e(c. erout aequatioois (2.) solutio- 
nes a se independenles ($• 5.) sive habetur Propositio : 
1. ,,Aeqoationibtts differentialibos vulgaribas, 

w «2^ • H «v j • • • • m JPyi A3 ^L S «^^l • • • • * -^^n 9 

qaocoaque modo complete integ^tia^ aeqoatioues integrales compleüie 
Conatantium Arbtlrariaram re^pecto reaolvi possuni et vartabilinm fiiii-» 
otiones n qoibos ea resolotione Conatantes Arbitrariae aequalea eya- 
dunt| aolotiones sunt a se independenteaaeqaationis-differentialispartialioi 

Generaliter quotiea n qaautitates ope n aequationom determinantur sea per 
alias quantitates easdem aequationes afficientes exprimi possunt, non fieri 
potest ot ex aeqnationibns illis dedncatur aeqoatio ab omnibos Ulis n qoaii- 
titatibns racoa sive e qua qoantitates illae omnes eliminatae aint. Qnippe 
quae aequatio nihil contriboeret ad quantitates determinandas unde n qnänti-* 
tates n — i aequationibus determinarentor qaod fieri neqnit. Hinc e Pro- 
positioue L haec seqnitnr: 

n. ^Bx aequationibus integralibos complelis nulla dednct potest 

aequatio inter solas variabiles x, Xi .... x^ e qua omnes Constantes 

Arbitrariae eliminatae sint yel si habetur aequatio ab oranibus Con- 

stantibus Arbitrariis vacoa necessario identtea erit'' 

Ex n aequationibus integralibus non deduci posse aequalionem ab omnibus 

variahiGius vacuam vix monitu opus est Etenim ad aequationes integrales 

pertinere non potest Inter solas quantitates constantes aequatio, qua reiecta 

tantuoi n — I adessent inter variabiles x, Xt etc. aequationes e quibus n aeqwK 

tiones diflerentlales propositae vel n aequationes finüae (3.) deduci non pos- 

sunt. Qua de re st proponnntur quaeconque m ex aequationum integralinn 

numero, earum ope m variabiles per reÜquas determinare licet, quippe quae 

tum demum non succederet determinatio si ex aequationibus propositis flae* 

ret aequatio ab omuibus variabilihus vacua. Eadem de causa patet, si pnH 

ponantur quaecunque m ex aequationum mt^ralium completarum numero. 
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earum ope ApCoostaDten Arbitrariae et m — Jtvariabilea per reliquas varia*' 
blies et Constantes Arbitrarias exprimi posae* Nam aeoundam antecedentia 
quaecuuque ex aequatiooibiia iolegralibua completia dedacatur aeqaatio neque 
variabiltbus neqoe CoDstautibus Arbitrariia simul omoibus vacare potest« 
Uade ex uuaquaqoe aequatione de aequationibua iotegralibus completia de* 
dueta 81 ve variabiliis sive CoDstana Arbitraria determinari potest, et huius 
vel illius valore in reliquis aequatioDibus propoaitis substitato eiosmodi de- 
termioationes contiDuari posaunt nsqne dum tot Constantes Arbitrariae et 
variabiles per reliquas Constantes Arbitrarias et variabiles determinatae 
sint quot sunt aequationes propositae. 

Propositis aeqnatiombus ad aeqoationum iniegralium completarum sy« 
atema pertinentibus, totidem quidem Constantes Arbitrariae vel variabiles 
iis determlnantur sive per reliqnas exprimi possunt, sed uon semper Con-*^ 
atantes Arbitrariae vel variabiles, qoae aequationibus lUis integralibus de- 
terminentur ex arbitrio aumi possunt. Fieri enim potest, ut aeqnationes illae 
variabilium vel Constantium Arbitrariarum quasdam oranino non involvaut. 
Qua de re operae pretium est hano addere Proposltion^em : 

III. ,) Aequationibus differentialibus, 

oomplele iotegratis, nisi X identice evanescat semper variabiles x^y 
Wt • • . • dr„ per x et Constantes Arbitrarias exprimere licet» quae va- 
riabilium or^, X2 • • • • ^„ expresaiones Constantium Arbitrariarum reapectu 
a ae independentes erunt«" 

Vidimus enim S* 6-9 nisi X identice evanescat, ipsas x^^ x^ .... x^ per 
/19 /ä »••* /n9 ^ exprimi posae; aeqoationibua integralibus coropletis autem 
ipaae fiy f2 •••• fn Constantibus Arbitrariia aequantur unde Propositionis 
pars prior Uquet Inventae pro ipsia x^ etc* expreasionea si Constantium 
Arbitrariarum respectu a se uon independentes esaent, inveniri posset inter 
X, Xiy x^ .... x^ aequatio a Constantibus Arbitrariia vacoa» quod" aecon- 
dum I. fieri non potest. 

Functionum a se independentium cum non evanescat Determinans 
(v. Comm. de Deferminantibtis fvnctionalihus) , sequitur ex antecedentibus, 
noa evanescente X^ Determinans 



Jm/ ^il *\ _ ■ • n ^ • • • • »j 
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uoo evanescere, slquidem a^ a^ etc. sunt Coostantes Arbitrariae per quas 
ipsamqoe x exprimuntur yariabiles or, , X2 .••• x^* 

MeDtionem bic iniiciam Paradox!, quod errori locum dare possit 
Ipsa enim X uon identice eyanescente quaeritar j an per aeqaationea inte- 
grales evanescere possit sive au uuquam fieri possit nt aequatioi 

2:= 0, 

ex aequationibos integfralibas completis dedaci queat Constanfibos Arbitra- 

riis valores tribnendo particalares. Quod uon fieri posse videtun Nam ai 

inter aequationes integrales habetur, XsO« et quod suppono non simiil 

omnes etiam reliquae quantitates Xi, X2 •••• JCi evanescuut, sequitur ex 

aeqnationibus diflTerentialibus propositis, 

ax i d Xy^ • • • • \ Uß Xj^ ^— » jk, \ ^A-i • 9 • • ^f^ft f 
fieri 

X =s Const. 

Quoties autem X nou identice evanescit, secundum IH. variabiles omnea 

per ipsam x exprimere licet, unde si x Constans esset, reliquae etiam omnes 

quantitates Xi^ x^ •••• x^ Constautes evaderent, ideoque ex n aequationibos 

inlegralibus sequeretur, n-{-l quantitates x, x\ .... ar„ valores constantea 

baberC; quod absurdum est. Nibilo tarnen minus inuumera in promtu sunt 

exempla quae docent sane fieri posse ut ipsa X non identice evanescens 

per aequationes tarnen integrales particulares evanescat. Sit ex« gr. X = o^^ 

Xi^= Xiy sive Sit: 

€§X • w9 X^ SS Su • Xf f 

baec aequatio differentialis cömplete iutegratur aequatione, 

X •— • CLXl y 

in qua pro Constantis Arbitrariae a valore particulari a ss sequitur, 

jr = a? = 0. 
Solvitur paradoxen observando fieri posse, ut in aequatione aliqua^ 

ipdis x; ai, 0,2 •«•• a^ valores constantes particulares tribnendo functio P 

formam -^ induat, quo casu ex aequatione praecedente non sequeretur ipsam Xi 

quoque fore Constantem, quod supra conclusi, sed ea aequatione in hanc 
OssO redeunte omnino nihil de quantitate Xi pronunciaretur. Plerumqae 
autem si sequentibus de valoribus particularibus sermo erit Constantibas 
Arbitrariis tribuendis, tacite excludam valores quibus eiusmodi indeter- 
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ttinationes sobnascantar, qoae exceptionibus a regfaiia generaUbos tradendia 
locom dare possaut. 

11. 

Quaecnnque naequationes fiuitae satisfaciant aequationibas differeo- 
tialibus Tulgaribas (1.) $• pr., earum ope aeqoatiooia (2.) $• pn soluliooea 
a 86 indepeodeQtes f^ f^ ••••/» aequaulur Constautibus (%. 9.)- Qaae 
Constantes qoas rursus ai, <i2 •••• a„ vocemus per Constantes Arbitrarias 
exprimuntor qoibua aequatioues integrales proposUae afficiontun Qaae si 
Constaates Arbitrariae sant uuroero n^ 

ßll ß2 • • • • ß;,, 

I • 

atque qoantitates o&i, Oj •••• o,, earum functiones independentes fiuot, ipsae 
OLi etc« evadont CoDStantes omuiuo arbitrariae. Et cum magis geuerale aon 
detur quam ut functiones fi^ f% •••• fn qoae per aequationes integrales Con^ 
stantibus aequales fieri debeut Coustaotibus Arbitrariis aequentur, eo casu 
aequationes integrales iure dicuntur completae. Contra si aequatioues inte-* 
grales propositae uullas invoivunt Constantes Arbitrarias vel minore quam 
n numero vel si invoivunt Constantes Arbitrarias numero n vel etiam maiore 
numero, ipsae autem ai , 0^2 • • • • a» earum functiones non a se independentes fiunt^ 
aequationes integrales propositae fiunt particulares. Revocari enim pos« 
sunt ad aequationes (3.) in quibus quantitates ai, o^«**« ^„9 quae per aequa- 
tiones integrales completas Constantes Arbitrariae fiunt, valores determi* 
natos induuiit vel conditionibus subiiciuntur quibus aliae alüs determinantor. 
Proponantur duo aequatiounm iutegralium systemata, alterura com- 
pletum Constantes Arbitrarias ßi, ß, •••. ß„ implicans, alterum sive com- 
pletum sive particnlare Constantibus Arbitrariis y^ , 72 etc. affectum. Utrumque 
cum in aequationes (3.) redeat inter se convenire debet si valores quas 
tti, 02 •••• ^n pi'o altero systemate induunt valoribus quas pro altero in- 
duuiit aequantur. Pro altero systemate fiunt a^, a^ .... a^ ipsarum ß,, 
^2 •••• ßi» fonctiones independentes ideoque etiam vice versa ßx, ß, •••. ß» 
datae ipsarum a^ cUi • . • • a„ functiones ; in quibus substituendo ipsarum a^ 9 
C62 elc valores, quos pro altero aequationum iutegralium systemate induunt, 
prodeuuc valores ipsis ßi , ß, • • • • ßn tribuendi ut utrique ipsarum a^ , cti etc. 
valores inter se aequales existant, sive ut ex aequationum integralium com- 
plecarum systemate proposito alterum obtineatur. Habemus igitur Pro- 
posiuooem : 
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I. y^K dato aeqoationum iutegraliuni completanim sysiemate alte- 
rum aequatiouum iiitegralium systema quodcuoqoe sive Gompletam sive 
particulare provenit Coostantes Arbitrarias idoDee determinando/' 
Ex eadein Propositione haec fluit: 

IL ,9 Ex n aequatioiiibus inter variabiles x, Xi •••• x^ propositis 
proveiiiant aequationes differentiales, 

~d'cr ~ ^'' ^dir -^ ^"^ •••• ^^ ^"^ 

in quibus singulae A^, A^ ...• A^ yariabiliam x, x^ .... x^ fancliones 

esse possuDt inaxime ip.ter se diversae qnae p6r n aequatioues fiDilas 

propositas inier se aequales exisluDt : complete iotegratis aequatiouibus 

differeiitialibus praecedeuiibus semper fieri potest ut aeqoationes iiile* 

grales inventae Conslaates Arbitrarias idooee determinaudo io ipsaa 

aequatioues redeant propositas/' 

Varia quae ex iisdem aequatiouibus finilis propositis secuDdam antecedeutia 

fluere possnnt aequationum differentialium systemata complete iategraboutur 

variis aequationum finitarum systematis inter quae in genere ne minima qup- 

dem similitudo intercedet Sed omnia haec aequationum integraliom syste- 

mata quam maxime inter se diversa pro certis Coustantium Arbitrariarom 

valoribus in easdem aequatioues. propositas redire debeat. 

Yidimus §• 8. aequatioues diflerentiales altiorum ordinum quibus al- 
tissimum cuiusque yariabilis dependentis dlffereuUale per ipsas variabile« 
earumque inferiora diferentialia exprimituri 

4 d'^x A d^Y n i 

1. - — — «= A. — ~ = B, etc. 

revocari posse ad ;'+y + **«* aequationes diflerentiales primi ordinea inter 

variabiiea^ 

t, X, x', •... ar^P-^>, y, y' .,.. /•'"^^ etc. 

ubi 

Unde etiam Constautium Arbitrariarum qqiboa ipsarum (1.) aequationes in«' 
tegrales completae efficiuntur numerus erit p^^ •••« sive aequabit summam 
ordinum ad quos in aequatioiübus differentialibus propositis aitissima varia- 
bilium X, y etc. differeutialia ascenduiit. 

lu formam aequationum (1.) quaecanqae redeunt aequationes difleren- 
tiales vulgares nisi ex ijs aitissima quaeque differeutialia eliminare sive 
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aequatloaem deducere licet; quae taDtum diflerentialia implioat inferiora alti9- 
siniis qoae reliquafir aequationes afficioDt« Unde haoc babemus Propositionem : 

III. ,, Quibasconque propositis aequationibus differentialibus vnl-** 
garibos e quibus altimima variabiliam dependentiam differentialla simul 
omnia eliiäinare non licet , numerns Constantiuin Arbitramrnm qaas 
iotegratio completa requirit aeqaabit summam ordinnm ad quos singU'* 
laram variabiliam differentialja in aequaliooibus propositis ascendant.*' 

Aequationes differentiales vulgares si non gaadent forma in Prop. pr. snp- 
pomta, semper per idoneas differentiaüones et eliminationes ad eam formam 
, revocari possunt ideoque etiaim ad aequationes differentiales primi ordinis 
Bicttti $• 8. moauL Hiuc Theorema II. generalius sie proponi potest: 

• 

IV. ,,E n aequationibus inter n-|-l variabiles propositis per ite-* 
ratas differentiationes ^ ipsis quoque aequationibus finitis propositis in. 
usom vocatiSf quaecunque n deducanlur aequationes differentiales vul- 
gares cuiuslibet ordinis differentialia implicantes^ bis complete i/itegratis 
semper Constantes Arbitrarias sie determinare licet ut aequationes in- 
tegrales inventae in ipsas redeant aequationes propositas.*^ 

Singnlaribus casibus qoorum $• 9. roentiouem inieci praecedentis gravissimi 
theorematis eiceptiones locum habere possunt ^ sed baec est ampla neque 
adbuc perfecta materies quam boc loco non tangam. 

12. 

Determinatis variabiltbus ^r^, 47, .... d?„ ut unius x functionibus, va- 
lores quos variabiles vel earum functioues induunt si statuitur a? = vel 
ipsi X alias quilibet valor particalaris x^ tribuitur, earum appellamus valores 
initiales. lUam ipsarum Xi^ x^ .... x^ determinationeni aequatiooum semper 
integralium ope fieri poese, nisi X identice evanescat, $. 10. DDL vidimos. 
Sint aequationes integrales completae, Constantes Arbitrarias a^ 02 .... a^ 
iavolventes, e quarum resolutione proveniant aequationes^ 

Xi = (f)i(x, tti, Ä2 .... a«)j 
seoundum eandem Propositiooem III. %. 10. erunt 

ipsarum a^y Ojt ..^. a^ respeotu a se independeutes. Quod cum pro ipsios^r 
valore indeterminato valeat, etiam pro 

X SS x^ 
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Tftlere debet Unde si Tocamoa, 

X^j wt2 • • • • ^f 

ipsaram x^, Xs •••• x, yalores initiales ita ot sit, 

erunt :Ci9 ^ •••• ^ ipsarain ai, (ts •••• a« fuoctiones a ae invicem iode- 
peodenlesy idepqoe pro ajatemate Coostantium Arbitrariarum somi posaont 
Saot quantitatea» 

^ sP frf^ i^ 

^> ^i> ^a • • • • X^^ 

bina valonioi Tariabiliam simuUaneorum ayatenata^ qoorpm alterom ai v»» 
lorom mitiaiium systema vocamos, alterum si placet valorum finalhtm sy- 
•atema vocari potest lutroduceodo alterum ut systema Constantiom Arbi* 
trariarnm Tidemos, 

^per integratiooem completam n aequaf ionaoi diflereDtialiom vol^rinm 
priaii ordinis inter n -|- 1 variabiles y obtioeri n aequatiooea inter bina 
qoaecunqae valoroni yariabilium simulfaneoroai systemata.'* 
Qoae forma aeqoationom integraliom completamm^ qua iuter valores Taria- 
biliam fioales et ioiiiales proponiiDtar , prae ceteris memorabilis est. Nam 
com bioa iUa systemata valorum variabilium simultaueonim binia quibaa- 
couqne ipsius x valoribus «^ et x respoodeaut, alterum systema cum altero 
oommutare licet« Dnde baue babemus Propositiouem : 

„lo uuaquaque aequationum iotegralium inter variabiles x, jr^.... Xi^ 
earumque valores initiales x?,a/i«...xl| propositarum ipsas jr^X|.«..ar, 
reapective cum ipsis x^. x^ .••• o*^ commutando aut aequatio immutala 
manet aut alia obtinetur ex aequationum iniegraiinm numeror 
Proposuimus antecedeutibas duas formas pracH^ipuas quibus aequatiooes inte* 
grales completae exhiberi solent, quarum altera exprimuntur rariabOes omies 
ut earum unius atque Constautium Arbitrariarum functiones, altera assigmuh- 
tur functionef solarum variabilium singulae singulis Constantibiis Arbitrariia 
aequales« In genere molestae reqniruntur aequationum reaolutiones ut aequa* 
tionum integralium completarum forma altera ad alteram revocetur. Quotie» 
autero aequationes integrales completae inter variabilium valores finales atqoe 
initialea exbibentur, istarum resoluüonum locum teuere potest facillima va- 
lorum initialinm cum finalibus commutatio. Inventis enim ipaarum Xi % x^ •• •• or. 
per X, J^« «t • . • • x*; expressionibos, 

X, = ?).(x, x^ X?, xi .... xi), 
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valere debet Unde si Tocamoa, 

ipsarum x^, x^ •••• x^ valores initiales ita nt sity 

erunt ^Ci, ^ •••• ^ Ipsarom ai, as •••• a« fuoctiones a se invicem iode- 
pendenles, ideqqae pro sjstemate CoDstantium Arbitrariarum rami posrant 
Sunt qoantitatefifi 

^0 «.0 ^ ^ 

^> ^i> ^a • • • • ir„, 

bina valorum variabiliam simultaneorum aystenata, quorpm alteram ai v»^ 
loram initialium systema vocarous, alterum si placet valorum finalium sy- 
-stema vocari potest lutroducendo alterum ut systema Constaotium Arbi- 
trariarum videmus, 

„per integratiooem completam naequationum diflereotialium vulgarinm 
primi ordinis inter n-f*! variabiles, obtineri n aequationes ioter biaa 
quaecunque valorum variabilium simultaneorum systemata«'* 
Quae forma aequationum integralium completarum, qua iuter valores varia- 
bilium finales et initiales proponuntor, prae ceteris memorabilis est. Nam 
cum bina illa systemata valorum variabilium simultaneorum binis quibus» 
cunque ipsius x valoribus x^ ei x respondeant, alterum systema cum altero 
comroutare licet. Unde banc babemus Propositionem : 

,,In unaquaque aequationum integralium inter variabiles x,x^....Xf^ 
earumque valores initiales x%X2.***xl propositarum ipsas x,Xi....x^ 
respective cum ipsis xr?, afi .... oc^ commutando aut aequatio immutala 
manet aut alia obtinetur ex aequationum integralium numero." 
Proposuimus antecedeutibu» duas formas praecipuas quibus aequationes inte* 
grales completae cxhiberi solent, quarum altera exprimuntur variabiles oomeft 
ut earum unius atqne Constautium Arbitrariarum functiones, altera assignan* 
tur functiones solarum variabilium singulae singuiis Constantibüs Arbitrariia 
aequales. In genere molestae requiruntur aequationum resolutiones ut aequa* 
tionum integralium completarum forma altera ad alteram revocetur. Quotie» 
autero aequationes integrales completae inter variabilium valores finales atqae 
initialea exhibentur, istarum resolutionum locum teuere potest facillima va- 
lorum initialium cum finalibns commutatio. Inventis eniro ipsarum Xiy x^....x^ 
per X, a^9 x^ .•.• x^l expressiouibus. 
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valere debet Unde si Tocamoa, 

•*'1J •■'2 • • • • •C'Hf 

ipsarum x^^ X2 •••• x^ valores initiales ita nt ait^ 

erunt :Ci9 ^ •••• ^ ipsarom ai, (ts •••• a« fuoctiones a se invicem iode- 
pendenles, ideqqae pro sjstemate Coastantium Arbitrariarum sami posaunt. 
Sunt qoantitatesy 

^0 «.0 ^ ^ 

^> d?i j x% • • • • jr„ ^ 
bina valorum variabilium simuUaneorum systenata, quoram alteram si va- 
lorom initialium systema vocarous, alteram si piacet valorum finalium sy- 
stema vocari potest. lutroducendo alterum ut systema Constantium Arbi** 
trariarum videmus, 

,,per integrationem completam naequationum diflerentialium vulgarinm 
primi ordinis inter n -|- 1 variabiles , obtineri n aequatioues inter bina 
quaecunque valorum variabilium simultaneorum systemata.'* 
Quae forma aequationum integralium completarum, qua iuter valores varia:* 
bilium finales et initiales proponuntur, prae ceteris memorabilis est Nam 
cum bina illa systemata valorum variabilium simultaneorum binis quibus» 
cuuque ipsius x valoribus x^ ^ x respondeant, alterum systema cum altere 
coDiroutare licet. Unde hanc habemus Propositiouem : 

,,In unaquaque aequationum integralium inter variabiles dr,X|....ar,t 
earumque valores initiales ar^^o?? ••••^11 propositarum ipsas x,Xi....x^ 
respective cum ipsis x^i^ afi .... afl commutando aut aequatio immutata 
manet aut alia obtinetur ex aequationum integralium numero." 
Proposuimus antecedeutibus duas formas praecipuas quibus aequatioues inte* 
grales completae cxhiberi solent, quarum altera exprimuntur variabiles omoei 
ut earum unius atque Constantium Arbitrariarum functiones, altera assignao- 
tur functione^ solarum variabilium singulae singulis Constantibüs Arbitrariis 
aequales. In genere molestae requiruntur aequationum resolutiones ut aequa- 
tionum integralium completarum forma altera ad alteram revocetur. Quoties 
autero aequationes integrales completae inter variabilium valores finales atque 
iuHialea exhibentur, istarum resolutionum iocum teuere potest facillima va- 
lorum initialium cum finalibiis commutalio. Inventis eniro ipsarum XYyX2,....x^ 
per X, Jp^ a^i ...• x^n expressiouibns, 

a?i = ^i{x, x% afl^ xl .... a?i), 
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secuuduiu antecedeutia valorum fioalium et inidalium cominutationey statim 
habetur aequatiouum integralium forma altera per formalas^ 

Adootaiidum autem est illain commutaliooeai requirere ul ipsi aö^ oon valor 
particularis veluti o?^ =s tributus sit sed ip^a o?^ ^uaque perinde atque re* 
liqoae Constanles afi^ ar^ etc. iodeterinioata mauent. Est tarnen casus quo 
etsi ipsi x^ valor particuiaris veluti or^ssO tributus sit^ nihilominus altera 
aeqnationum integralium forma ex altera, sola elemeiitorum commu(atione. 
obtinealur. Ponamus enim in« aequatiouibus differeutialibus propositis, 

dxidxg •••• »dx^ =s J[:Xi .... X^^ 
omnes X, X^ .... X^ variabili x vacare: aequaliones diflerentiales propo» 
sitae nullo modo mutantur ipsam x quantitate coustante augendo vel dimi- 
nuendo ; unde in aequationibus quoque integralibus ipsam x quautitale con- 
staute augere vel dimiuuere licet« Exbibitis igitur aequatiouibus integrali- 
bus iuter X, ipsas Xi^ X2....Xn earumque valores ipsi xs=zO respondentes, 
ipsi, o: substituendo x — xf^ erunt x^^ xfi .... a^l variabilium x^^ x^ .... x^ 
valores ipsi x — j^ = sive ipsi x^s^aP respondeutes. Hac ratione ex 
uuaquaque aequatiouc integral!, 

1 • Hr \pOf M^i , X^ • • « • JT|| , X\^ , X2 • • • • «P I y ■■• i/ ^ 

obtinetur iiequatio^ 

Ipsas X, Xi .... Xn respecti ve^ cum af^^ x^g .... aP^ commulando ex aeqna- 
tione praecedentc (2.) eruitur altera, 

3. <I>(a:^' — Xj x^lj x^ .... x^, Xu X2 •••• Xn) = 0. 
Si in bac ponimus x^^ = ut rursus sint Xi etc. variabilium Xi etc. valores 
ipsi x = respondeutes, fit 

4» C^(— "JT, Xif X2 •••• Xny Xij X2 •••• Xn) ^^^ 0. 

Unde casu proposito si Coustantes ^ etc. ipsarum Xi etc. valores ipsi 
xGszO respondeutes desiguant, ex uuaquaque aequatlone integrali (1.) fluit 
aequatio integralis (4.), sive habemus Propositiouem : 

UL „Propositis aequationibus difTereniialibus, 

dxidxiidx2 .•«. idxn = -STi^ii-Xi ..•• iX^^ 
in quibus omnes X, X^ elc variabilem x non iuvolvant, ex uuaquaque 
aequatione integrali ioter ipsam x, variabiles Xi^ X2 .... x^ earumque 
valores jtj, x% .... x'l ipsi x = respondeutes fiuit altera, variabiles 
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Xi etc. cum valoribas earum laitialibas a^i etc. coinmutaiido slmnlque 

oiutando x in — x.'* 

Casus propositus quo omaes X, X^ etc. variabilem x doii kontinent 
etiam eo distioguitur quod aequationum differentialinm integrandarum numerus 
unitate minor fiat, et sola insnper requiratur Quadratura. Etenim complete 
iutegratis n — 1 aequatiouibus diflerentialibns, 

w Xi • Mm X2 • • • • • 4m Xjg «SS ^^1 * ^^^ • • • • An f 

quae sunt inter solas vartabiles Xi, X2 •••• x^y per earum uuam Xi et 
n — 1 Constanles Arbitrarias exprimantur X et J^> invenitur n^ aequalio 
integralis solius Quadraturae ope per formulam, 

ubi x^ est n^ Constans Arbitraria. 

Aequationes diSerentiales vulgares de aequatiouibus finitis propositis 
deductae si complete integrantur, vidimus %.i\. Constantes Arbitrarias sie 
determinari posse ut aequationes integrales inventae in ipsas redeant aequa« 
tiones propositas. lila determinatio commode fit si ex aequationibus pro- 
positis valores variabilium eruuntur ipsi x^s^O seu alii ipsius x valori par- 
ticulari respondentes iique valores in aequatiouibus integralibus inventis sub« 
stiluuntur. Quo facto ipsae babentur aequationes quibus Constantes Arbi* 
trariae determinandae sunt ut ex aequationibus integratione inventis propo- 
sitae proveniant. Est ista dlfierentiatio et redintegratio potens artis Ana- 
lyticae iustrumentum quo omniae transformationes, determinationesi evolutio- 
nes in series infinitas obtineantur. 



De Constantlbus Arbitradis supervacanels. 

13. 

Si in aequationibus integralibus, inter variabiles x, Xi ••••x^ earum« 
que valores initiales x^, x^^ .... rr^ exhibitis, ipsa x^^ quoque indeterminata 
manet, aequationes illae n-{-l Constantes Arbitrarias involvunt ideoque maio* 
rem numerum quam completa integratio poscite Quin adeo nihil impedit 
quin numerus Constantium Arbitrariarum in singulis aequationibus adfauc 
maior vel etiam infinitus sit nee nisi reliquarnm aequationum integralium 
adiumeuto ad minorem numerum revocari possit. Veluti si duae babentur 
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aequationes, 

desigoantibus a et ß Coustantes Arbttrarias, m sabstHaere licet has, 

«• (f)(ii, r) = 0, ^//(tl, r) = 0, 
designantibas (P et nA' ipsarum u, v functiones arbitrarias, qoae CoDstantium 
Arbitrariarum Domerom iofinitam ioyolvere possant. Quarnquam iode nullo 
modo generalitatem aogebimna qaia e biDis aeqoationibus sinndtaneia (2.) 
sequitur ti et r Constantes esse, ideoque quemcaoque CoDstantinm Arbitra- 
riarum numeram iavolvant magis generale ex \\s sequi non potest quam u 
et r Consfautes Arbitrarias esse« Aequationes autem integrales quemcunque 
Conslantium Arbitrariarum numerum involvaiit semper ad alias revocari 
posse quae non plures quam n Coustantes Arbitrarias contineant facile patet 
Aequatiouum enim integraiium systema quodcunque vidimus conyonire cum 
aequationibus sequentibus, 

nhi fij f2 •••• fn sunt functiones a se independentes, ab omnibus omnino 
Constantibus Arbitrariis vacuae, ipsae autero al, c&2 •••• an Coustantes quas 
si arbitrarias ponlnius, niaximum generalitatem assecuti sumus. 

Propositis variabilium x, x^ etc. expressionibus Coustantes Arbilra« 
rias involventibus quaerendum erit^ au Conslantium Arbitrariarum loco minor 
numerus functionum earum in expressiones propositae introduci possit: quod 
enim si fieri potest, bas functiones novis Constantibu« Ai*bitrariis aequaudo, 
Coustantes Arbitrariae in expressionibus propoatis ad yenwnum numerum 
revocatae eruut. Yeluti designantibus a et ß Constantes Arbitrarias si ex- 
pressiones yariabilium x,Xi etc. quautitate 

a + ß 
ai&ciuniur, dicemus eas unicam tantum involvere Constantem Arbitrariam 
y ^=s a + ß* Si aequationes Constantibus Arbitrariis affectae inter va- 
riabiles x^ Xi etc. proponuntur atque Constantes Arbitrariae in singulis 
aequationibus propositis per se consideratis ad minorem revocari non possunt 
numerum, id tamen in aequationibus idonee inter se combinatis locunji habere 
posse vidimus. Ut iustus Conslantium Arbitrariarum numerus quo systema 
aequationum natura sua affici debeat eruatur, redigatur systema in eam for- 
raam qua totidem variabiles quot sunt aequationes per reliquas yariabiles 
et Constantes Arbitrarias exprimuntur : quibus in expressionibus si Cou« 
stantes Arbitrariae ad minimum numerum revocaiitur, is quoque genuinus 

7* 
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nQmeras Constautiom Arbitrariarum erit qao systema aequaliooum propMi-* 
tarum afCcitur. Unde vice versa aemper in aeqnationibas in formam illam 
redactis Couslantes Arbitrariae ad enm nnmeram rerocari possunt qai sy* 
stemati aeqaationum propositaram genninns est Quoties in seqiientibus de 
namero Constantium Arbitrariarom sermo erit quem expressjones aut aeqaa* 
tiones proposilae continent, semper genninnm nnmeram inlelligam sen mini<» 
inum ad quem eas revocare liceat Seqnitur ex antecedentibus, aequatio- 
nibus integrallbas completis ea forma exbibitis qua variabiles omnes per 
unani eairum atque Coustautes Arbitrarias exprimuntur, Constantes Arbifra- 
rias in expressionibus illis semper ad numerum n revocari posse, neqne ig^- 
tnr ad eam rem alia aequationum combinatioue opus esse. Quod etiam patet 
61 reputamus illas variabilium expressiones ex aeqoationibus (3.) dednci 
posse ad quas aequatioues integrales qoascunque revooare licet Habemas 
igitar banc Propositionem : 

L „Integratis aequationibus diflferentialibus 

exprimantur xi^ xi .... x^ per x atque Constantes Arbitrarias: ex* 
pressiones inventae, 

(f)i(x) = Xi, 

plures quam n Constantes Arbitrarias involvere nequeant'* 
£xpressis ex. gr. XiyX^.... Xn per x atque valores initiales x^jX^^X2**^*a^y sit 

4. Xi = (Pi(ap, af\ afi .... x'\)i 
nt n-f-l Constantes Arbitrariae in illis expressionibus ad iustum nnmeram n 
revocentur, pouatur in (4.), x = ac vocentor ipsarum x^ Xi .... x^ fnn* 
ctiones pro indicis i Taloribus 1, 2 • . • • n provenientes 

Fieri debet ut expressiones (4.) per x soiasque pl^ (P^ .••• cp^ exhiberi 
possint nec Constantes Arbitrarias x^^ x\ .... x% contineant nisi quatenna 
in iliis earum n funetionibus (py, (PS •••• (p^ insint Unde abi x pro Con* 
staute, solae o/^, x\ .... af^ pro variabilibus habentur, erant expressiones 
(p, ipsorum (p?» (P2 •••• (Pn functiones. Quod secundum Propositionem no- 
tam (v. Comm. de Determ. funct.') exprimitur per aequationem quae pro 
ipsius X valore indefinito identice locum habere debet, 

"" ox^ dx\ dx\ dxn 

Haec aequatio etiam sequente ratione demonstrari potest 
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Ponamus commatando variabiliiiiii valores finales et luitiales abire (Pi, 
^ etc. in 4E>i, <I>?; secundum S^pr. illa commutatione prodit e (4.) Integrale, 

fiive poneudo d^ssO, 

xj = <aP(x, X, .... ^0- 

Aeqnationes praecedentes difierentiatae per aeqaationes diflferentiales pro-^ 
posUas ideuticae fieri debent unde prodeuut aequationes identicae, 

CJT OX^ dXn 

In aeqoatione posteriore ai xi mutamua in x^ prodit aequatio, 






o 
"^ ^li 



d(p 



aiqaidem ea commutatione quan(itatea Xi in Xf abeant E formula prae* 
cedente tribnendo indici i valorea 1,2 . • . • n proveuiant n aequationes^ 
ipsarum X^, X^ etc. respectu lineares quarum ope rationes quas hae quau* 

titates inter se tenent exprimi possunt per Coefficientes 3-^* Atque per 

notas theoriae aeqnationum liuearium formulas invenitur, esse X\Xi ....X^ 
inter se nt quantitates constautes quae in Determinante evanescente (5.) 

multiplicantur re^ective per -g^ , -^^ .... - »^ • ünde aequatio (5.) 
demonstranda hanc indnit simpliciorem formam^ 



7. = ^'"'dTZ'^^'T^ •••• ^^'* B 



X 



Haec autem formula e priore formulamm (6.) obtinetur rursus commutando 
X, Wg .... x^ cum a;^\ xl .... x^^. E formula praecedente tribuendo in-^ 
dici i valores 1, 2 •••• n prodeunt n aequationes identicaCi quibus differen* 
tiatis ipsius x respectu alia similes prodeunt. 

Aequatio differentialis n^ ordinis inter duas variabiles x et y semper 
ad n aequationes diiTerentiales primi ordinis inter variabiles, 

^f Yy / •••• y^"*'^ 

revocari potest siquidero,. 

vU) — ^'> 
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Uflde e Proposiiioae L haec sequitur notissioia, 

,Jntegrata aequatione differeutiaii n^' ordiuis ioter x ei y ex- 

pres»io ipsias / pro or plures quam nConstaates Arbitrarias uon in-* 

volvere potest'* 
Haec propositio saepius noQ recte eo coucluditur quod ex n-^-l aequaiionibos, 

e quibus aequatio diflereotialis n^ ordinis proposita resuUare debet, aon 
plure9 qoam n quaotitates elitninari possint. Saoe fieri potest ut e numero 
n-f-l aequationum plures quam nConstaales Arbifrariae eliminari possint 
quanivis iiullo modo ad mioorem eas numerom revocare liceat. Cuius ret 
exempla per totam Calculuin lutegraleni frcquentissime obyeniunt Pro- 
posita ex. gv. ioter xety aeqaatioue differeutiaii secaiidi ordinis buinismodi, 

8. y = yPix, y), 
ciü satisfaciat aequatio integralis, 

y = (p(x\ 

resultare debet (8.) e duabus aeqnationibns iuter se combinatis, 

Neque recie concluderetur ipsam (p^x) uiiicam tahlum Constantem Arbiira- 
riam involvere posse quia uuam tautnm quantitatem e duabus aeqnatiooibos 
praecedentibus eliminare liceat. Bene enim constat ipsios (P(x) exprewio- 
neni completam duas involvere Constaotes Arbitrarias quae oullo modo ad 
unam revocari possint. Et ex aequatione (P(Xyy*^«) = ope aequationum 

dq> I d(p dz ^^ ^ dtp , dqt dz >< 

fuuctiouem arbitrariam eliminari posse constat quae Constautes Arbitrarias 
numero infinite involvere potest nullo modo ad finitum numerum reducendas. 

Cum ad eam formam qua aequationes difierentiales vulgares propo* 
suimus quodcunque aequationum differentiaUum systema revocare liceat e 
Propositioue I. generalior sequitur, 

IL ,, Aequationum differentialium vulgarium syt^temate quocunque 
iotegrato, dependentium variabilium per independentem expressiones non 
maiorem numerum involvere possunt Constantium Arbitrariarum, quam 
qui ad completam integrationem requiritur.^* 

Ut aequationum iutegralium conipletarum deliuitio supra proposita 
CS- 9.) ad eum extendatur casum quo in iis Constantes Arbifrariae insunt 
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aupervacaneae 9 boc est inaiore Domero quam ad completam integratiooem 
necessario requiritur, aequationes lotegrales cooipletas defiuire licet ut tales, 
e qaibas Constantes Arbitrarias elimiuare non liceat, siye e qaibus oulla 
deduci possit a Coostautibus Arbitrariis omnibus vacua. Qua seqailar de« 
fioitiooe Constautiani Arbilrariaram quibus aequatioues iotegrales completae 
afficiofitur Dumeram ipsuni n ant aequare aut superare ac semper aequatio* 
num iategralium completaram beneficio earum n per i/^as variabiles ex^ 
primi posse. 

Sint illae expressioues^ 

8. ßl = Fly ßj = l^'j . . . . ß^ tSS Fnj 

fonctioues Fi etc. Coustautibus Arbitrariis , ß,, ß, ..•• ß«, prorsus vacant 
sed alias involvere possuut Coostaotes Arbitrarias, 

ß/i+l> ßn+2 • • • • ßn» 

Quae enint supervacaneae neqae generalitatem aogebont sive arbitrarie po-* 
iiautar sive valores particolares iuduant. Nam ex bis qaae S* B. demou* 
stravi seqaitor fiert F^ F^ ••«. F^J^vlcHow^b a se independentes ipsarom 
/i9 fi •••* fn Constaotibus Arbilrariis nou affectaram. Erontque F^y F2.... F^ 
a se independenles si CoustaDtibos ß„^M ßn+2 quibus alBciuDtur valores 
tribuautur particulares quicuuque; uam diceudo eas Constantes esse Arbi- 
trarias boc ipsum iunuitur valores iis tribni posse particulares quoscunque. 
Quoties autem sunt F^^ F2 •..• F^ fiinctiones a se iadependeutes, aequatio- 
nibus (8.) integratio conipieta continetur seu maxima generaiitate gaudens, 
quani igitur asseqnimur etiamsi ipsis ß^,^! etc. valores particulares Iribuantur. 
Modo certi excipiantur valores particulares pro quibus evenire potest ut 

• 

functiones Fi etc. formam -^ induant vel ipsae Fi etc* nou amplius a se 
independentes sint Yeluti si habentur duae functiones, 

designantibus o, ß etc. Constantes Arbitrarias sane dicenius Fi et F^ fun- 
ctiones ipsaruin fi et/2 a se Independentes, quam vis pro as=5^=:a's=^s=:U 
Tel pro aliis ipsarum o, ß etc. certis quibusdam vaioribus secus eveuiet. 
Sequitur ex antecedentibus baec quoque Propositio: 

„Sit y funetio ipsius x atque aliarum nquantitalum aj, a>.... a^^ 

^ : 

quae non ad minorem numerum revocari possunt ; posito y^'^ = y^/ , 
erunt y, y' .... /"-^^ ipsarum tti , 02 . . • . a„ respectu a se iudepen- 
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deDtes, sive iuter x^ y, y* .... y^"'') noii dabitur aeqaatio ab omoibas 
ai, a^ .... Un vacua; uude etiam dou ISeri potest at identice evanescai 
Determinaus^« 



Uode vice versa eo DeterminaDte evauesceute ipsas ai, c^ .... a» ad 
minorem numenim revocare licebit sive exprimi poterit y per x ip9a« 
rumque a^ ai •••• OLn funetiones Diiuore quam nnamero.*' 
Nlmiram si daretar inter ipsas x, y, y' .... y^'**') aeqaatio ab Omnibus oti, 
02 •••• a» vacua haberetur ipsius x functio y, aequatioai differeotiali n — 1^ 
ordiiiis satisfaciens alque nConstautes Arbitrarias involvens, quod fieri nou 
potest. Propositio simüis de pluribus ipsius x fuDctionibu» y, z etc. quan- 
titates ax , a^ etc. implicantibus facile coustat. Involventibus ex. gr. y et «r 
Conslautes Ärbitrarias f + ^^ ^^ minorem numerum non reducendas, fnnctio- 
lies y, y\ y" ..... /'""*^ ^f ^'> ^" •••• ä^^*"*^ earum respectu a se inde- 
peudeutes erunt. Neqne vero similis valet Propositio si alia sumuntur dif- 
ferenlialia, quam se ordine insequentia. Vidimus enim antecedentibua aane 
dari ipsarum x, a^ 0L2 funetiones y pro quibus identice fiat( 

in quibus tarnen ipsae a^ et ch ftd uuam quautitatem revocari non ^possint, 
0cilicet funetiones integratione completa aequationis 

provenientes. 

14. 

De Coustantibus supervacaneis addere placet sequentia. Sint ruraus 
/m fi •••• fn aequationis differentialis partialis, 

solutiones a se invicem independentes, ab omnibus Conslantibus Arbitrariia 
vacuae. Proponatur eiusdem aequationis solulio F^ Coustantibus Arbitrariis 
a, b etc. afiecta. Cum quaelibet aequationis (1.) solutiosit ipsarum jfi, f^ etc. 
functio, eliam F ipsarum fij f^ .... fn functio erit, quantitates praeterea 
constantes ay b etc. iavolvens. Qua iteratis vicibus ipsarum a, b etc. re- 
spectu diSereutiata rursus quantUalum/'i;/^. ..«/), funetiones prodeunt ideoque 
novae aequationis (1.) solutiones. Unde proposttam aequationis (1.) solu^ 



• *■ '-■- • *= 
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iknem F Constantes Arhitrariaa a, h etc. invohentem Canstantium ilrit- 
ürariarum a, b etc. respeciu iteratis vicibus üfferentiando novae eiusdem 
Mfua&om» (1.) obtinentur solutiones. Idem sequitor ex ipsa aequa(ione, 

({nippe eoius CoSfficieDtee J^ X^ etc. com qaantUales a, b etc. uollo modo 
involyaiit, aeqaatiooem (2.) ipsias ^ respectu x yicibas, ipsios b respecto K 
vicibiia etc. differentiaiido eraimos, si x + 7s.-)"-*«»^=Vy 

Dnde aeqaationis (1.) solotiones etiam expressiooea ermit omues huinamodi, 

d^P 

qoippe aecnndam aeqoatiooem praecedentem pro fiinctione f positae aeqaa<- 
tkmi (1.) aatisfadont 

Codi aeqaatloDia (t.) (antum n aolotionea a ae independentea exteot, 

inter F eiasqae n diflereufialia g ^^^ minorem ve eomm nnmeniiii da- 

bilor aeqoatio solas praeterea a et b involvens. Quae haberi poteat pro 
aequatiooe differeotiali io cuiua aolotiooe F, qoae ipsanim a, b etc., f^ /^ .••• f^ 
fimotio eat, ipsae/i, {%•••• fn vicem geruiit CoDstaotiam Arbitrariarom. 

Qnaeramoa ifun qoomodo una proposita aequation» (1.) solutione F 
Conataotea Arbitrariaa a^ b etc. involveute , ernaotur eiuadem aeqnatioDia 
aolotlones a Confl^tantiboa Arbitrartia vacuae qoarum propoaitaF fonctio est 
Qaod tta fere aolvere licet problema. Huius a vel 6 etc. respecto diflbren-^ 
tialionea inatituanttti; iteratae dum ad differentialia peryeniatnr qaae per aote- 
cedeotia ipsasque a et 6 exprimere licet, 

-;gjr — iii v''^ -JT •••• "5P=^* ^ * ••••/ 
etc. etc. etc. 
Ifidicea i, k etc. numerum n non aoperabont , quia ad aequatiooea praece* 
deotea inter Ipsam JP^ eiusqoe differentialia obtinendaa non plurea ex iia 
fonctionibaa quam n qnantitates eliminandae aont, yideiicet aeqaationia (1.) 
Bolotiouea a Conatantibas o, b etc. vacaae quamm proposita F fnnctio wt. 
Patet aequationom ope praecedeotiom (3.) cuncta ipsios F differentialia 
ipaaram ü^ i^ etc. reapecto aomta expnmi poaae per ipaaa a, b etc. atqae 
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valere debet Unde si yocamus, 

•*'i> •*'a • • • • a^y 

ipsaram x^^ x^ •••• a^„ valores initiales ita nt sit, 

x\ = ^i(:c% ai, Oj ..-. aO, 

eruDt al[^ cfit •••• ^n jpsaram ai, as •••• a» fanctiones a se ioyicem iode« 
peDdenles, ideoqae pro sjstemate ConstaDtium Arbitrariarum somi possunt 
Sunt qaantitatefif, 

J%0 ^0 ^ ^ 

•l' y X\ ^ *'^'2 • • • • ^'^n ) 

bina valorum variabilium simultaneorum systemata, qooraiii alterom si va^ 
lornm initiaUum systema vocarous, alterum si placet valorum finalium sy- 
stema vocari potest. lutroduceodo alterum ut systema Constautium Arbi* 
trariaram videmus, 

,,per integrationem completam it aequationum diflereDtialiQm valgarinm 
primi ordinis inter n-f-l variabiles, obdneri n aequationes inter bina 
qaaecunqae yaloram variabilium simuitaneorum systemata«'' 
Qnae forma aequationum integralium completarum, qua inter valores varia- 
bilium finales et initiales proponuntur, prae ceteris memorabilis est. Nam 
cum bina illa systemata valorum variabilium simultaueorum binis quibns- 
cuuque ipsius x valoribus x^ ei x respondeant, alterum systema cum altere 
comroutare licet. Unde baue habemus Propositionem : 

„In unaquaque aequationum integralium inter variabiles ^r^Xi^^^^or^ 
earumque valores initiales x^^yX^....x^l propositarum ipsas x,x^....x^ 
respective cum ipsis x^i^ aii .... a^n commutando aut aequatio immutata 
manet aut alia obtinetur ex aequationum integralium numero.'' 
Proposuimus antecedeutibus duas formas praecipuas quibus aequationes inte- 
grales completae exhiberi solent, quarum altera exprimuntur variabiles omne6 
nt earum unius alque Constautium Arbitrariarum functiones, altera assignaii- 
tur functiones solarum variabilium singulae singulis Constantibiis Arbitranis 
aequales. In genere molestae requiruntur aequationum resolutiones ut aequa- 
tionum integralium completarum forma altera ad alteram revocetun Quotie^^ 
autero aequationes integrales completae inter variabilium valores finales atqae 
initialea exfaibentur, istarum resolutionum locum teuere potest facillima va- 
lorum initialium cum finalibus commutatio. Inventis enim ipsarum Xi^x^....Xt^ 
per 07, o?^, j?i . . . . sifl expressiouibus, 

Xi =s ^i{Xy x% a?J, x'i .... x^), 
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exprimatttr fonoandb difliareotialia | — , 4-;- etc. nsque dvoi perveniator 
ad differenäale quod per antecedentia ipsamque a exprini possit, 

Qttibos poattisy proveniimt secandom antecedentia fimctiones quaesHae ex 
ipaia, _ 

Coaatanti a trilmendo valorem particularem quemconque d^* Idem conande- 
raäooibiia Mqiienäbiur patet X sopra (raditis S. 7* aequationi diflfereDtlali 
n^ ardinia (4«) (tubatitni potest aysfema m aeqoatlonum dHfereDtialiiim primi 
ordioia inter variaUlea, 

Cuius intagratione completa exprimi poteat 1^'per n atqae mCoostaotea 
AfbUrarias; pro quiboa ubi aumaotiir ipaoram, 

valores initialea aea ipai a sa i^ reapondentea^' propoako aatisfit 

Sequitur ex anteeedentlbas ettam , propositia aeqmitioiülraa differen* 
tiallbua vttlgarfbua, 

ex «no Integrali 

J? = (3, 

ai functio 1?* plarea iorolvat Conatantea Arbitrariaa, plora alia derivari poase- 

Ubi enim per oeäiodam praecedeotibas explicatam ex ona aeqoationia (1.) 

aolutioiie F dedocuotor m solutionea (p?i (PS •••• ^ a ae iodepeDdentea, 

erunt etiam, 

(PJ =$„ (PS= 0a .•- PL^ßm, 

aeqoationDiD dÜferentiaKam vol^arium propoaitarQin Inte^lia, deaignantibiia 
ß, 9 ßa etc. Conataotea Arbitrariaa. 

15. 

Propoaita aequatione integrali 

diflferetitiandQ et in aequatione provenieiitei 

8* 



salwdtQejido aequationes differentiales propasttas, 

1« Jk • H «P| • • • • If «p|^ BI ^Ji • ^m-g • 9 • • • ^Aji y 

eniiUir 



Qoae « 11 SS ert aequationon (1.) Integrale identica esae debet aeqnatio. 
Si (%) ideatica non est, qnaeri potest an ei satisfiat ipsa advocata propo- 
aifa titsO. Si vero etranqoe locoa non habet ^ erit (8.) nova aeqoatio 
iaiegralis. . fi qua deinde per eandeoi MeÜiodoia tertia deriTari poterit et 
«€ pergere licel iiaqne dam penrenialor ad aequatione» qoae per aeqaatio- 
MS eaai aoteoedeates identica fit ideoqne iis nihil novi addit Qua ratiaBe 
ieri potest et ex nna aeqoatione integrali totnm aeqnationom integralim 
deriveliir sjateauu 

Breritalb gralia mefMüütmem uäegralem tümpUtiom dicaai, qnae ad 
lefMiionam iotegralim cooipletaruni systema pertinere potest aeo cni per 
acqiationwi integraliooi completamoi sTsteaa saii^fieri potent, Coostantflisa 
Arhitrariis anlli conditiooi ant deteraiiaationi particnlari anbiectis. Cootra 
dicaM aeqntioiiefli integrale« pmrticmiarem qoae ad oom^etarwa ■jiitriii 
pettiaere n^ia potest sive cni aatisfieri non potent per aeqnatioaea iaiegralea 
eospletas aist certas inier Constantes Arbitrarias ponendo relatioaea. Kx 
aa qoatioa wi integratiaa cospletaraM syatenuUe o» ^aae arqnatioacn dlF- 
fereatialea propontae foant, nnaqnaeque aeqnatio per dithrntiitionf H 
aagnatJonwi diferentialiaai propoaitarwi mbstkatione« iterataa ex wofam^ 
tioae uitegndi coapleta derivata ec ipaa aeqnatio integndia compfeta eaC 
NaHi et propofiitae et derivatis per aeqaationnni tategnBnai nnapfc I m um 
iijr<eB> aatfaiei i potent 

Qmerinins iaa proposkia aeqaaüoatbos diferealHlib» (t.) an data 
aeqnatio qnaecnnqw ussO aat aeqnatio intf^^^ia, et ai aeqnatio aitegralin 

aeqnalioon» integral tan gysfCMi iTJae generale 
Tel particnlare ad qnod pertinere pos^.u Aeqoatione propoaita 
meipectn Tariibilinm» or,« reaolnU pn>ieai« 

X« SS ^ sire JU — x, = 0, 

aeqnnHoee per tthodam propositam emiinr ba<!^ 
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Xi .... x^^i abit. Qaa ipsios x^i respecta resolata prodeat, 

« qna aeqoatioue obtinetnr haec, 

qnae rabstitnendo ipai ^» expressiooem ^« ac deinde ipsi x^^ expressio* 
iiem An^ m aeqaationem iDter aolas x^ x^ .... ar.^ abit Hac ratione 
pergendo^ geoeraliter obtinetor^ 

designante An^m solaram x, x^ .... x^^^i expresaionem } eaque fornola 
eraitor ex aeqaationey 



in qua rappooimus beneficio aeqoatioQam, 

ipsas J^ Xi .... X^.^^.1 expressas esse per solas x, x^ .... or^^ . Qao- 
ti€Mi bac ratione n4-l&equa(iones a se independentes erat possunt» 

ff s= 0, if X SS . . . . tr„ SS O9 
proposita non est aeqnatio integralis. Neqne enim fieri potest nt aeqnatio 
proposita pertinere possit ad n aequationes finitas e qoibns aequationes diffe«* 
rentiales propositae floant; naioqne ex n aeqoationibns finitis seqnerentur 
II 4-1 aequationes finitae quod absurdum est Contra li evenit ut pro no-' 
nero m minore aut non maiore quam n aequatio u^.ss ideniica fiat neque 
igitur ex ea valor ipsius x^^ peti vel nova aequatio obtineri possit, aeqnatio 
proposita erit aequatio integralis simulque aequationes erunt integrales omnes 
qoae ex ea deduotae sunt, 

4. If sss 0, Ha s • • • » U,^i 88 0, 

vel 

Qood patet demonstrando aequatiouibus m praecedentibus alias addi posse 
n—- m taies ut ex omnibus n aequationibus fluant aequationes differeutiales 
propontae (!•)• Sint iilae n-^m aequationes^ 

6» Vg =»0, ra SS 0, r«,H» == 0, 

quas aequationum (Ö.) <^ inter jsolas x, Xg .... x,^^^ exbibere licet. Ra- 
mndem aequationum (6.) ope ipsis quoqoe X, Xi .... X^^ per solas varia- 
bllM x^Xg •••. ^«.M exliibitis, ex aequationibus differentialibus quibus satis-* 
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fieri debert eligaotur sequenies, 

Qyae ut loeum habeant Dihil iacere pomiiiC aeqoatiooe« (5 ) cim ioicr mIm 
äot Tariabiles x^d^i ..»•or^,.; qua de re aeqaatioiiUiii» differeuiialibii« (7.) 
per 8ola9 aequaliooes (6.) aatiafieii debet Quod ubi fit, ex aequatioDibiis (4<) 
Tel (&) et aequatiooibitfr (6.) ftami aeqaaäonee diftiheiifiales propesn 
ue (1*)% Nam primmB ex aeqoatiooe Ideotica (8«)» ifois (7.) wterthitigi üt 
eecundui (6.X 

aiide Grit 

8« dxidXf •••• :4lxv..^,^t =^ JT: Ji^ •••• --^ ai|t' 

SifliiK raiieoe ex aeqaatioBe »«^ = flidt e (8.)^ poneodo in (8.) m — ^1 
loco m, 

wdefit: 

Bt sie pei^gNe licet «sqie dun otues enrfae afait aeqntfoiiee p g up e aili e (1). 
liaque ai ai aequafttenäits (4.) de na tcs dedoctia aeeedaaC ^pttnaa (70 
aeqiaiieMo u^igrtlea n-^i»^ baheter qeod propetiteai eat maegaatfowaa 
f aHanoB 3]rale«a qaod et aeqaatteiiesi m s attplectitiir eC aeqitftiontas 
dü^reatiafibM et-) sitisfiMdt Eritqoe systeiaa fllod aequtiemai iafegraBina 
attüiaae generale ad qaod pr^peaita tcsO p er äaei e poteat, 
tieaftus (C) siMattQtw ipaanoa (7.) aeqaatioiiea integralea 

Peaaaias Coasfeaates Ariiitrartas qaae ifysteaui ae^paficMiaai (4^ sSk 
tiaat reTocart poase ad a aawfoai fi, qai ant aeqoalAar aaft iaferior erit a«- 
aiero Cea-sfaatiaai Acbürariaraai qaae aeqiaatiooefli propoaitaBi a = aS- 
ciaau Eceani eTeaire polest ai CaMtanfes ArVitrariae OMaibaff aeqaaüo- 
aftas (4^) idoaee coadbiaatfs ad aiaoraa revocentor a aaeiM a i qaasTia ia 
aaa praposita a s ad aMaoreai uaaua« revocari aeqaeaat Coai iDia ^ 
aKae a— ai Cavtaates Arytrariae per iategratioaeai coapletaa aegaatwH 
aas diferMtiaKaai (C.) accedaat, srstaaa aeqaalioaaai 
geacrale^ ad faad icgaatii propasita peitiaeL aoa plarea 

AfMkaite ia^ÜMn palart. Q«a de re. ai |i<ai 

\i ai fi»«t c ip pirta aaae polat; 
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i debet ut illae fi+n — n Coiustaniefl quae aequationea (4.) afficiunt et 
aeqaatioiiiiiii (6.) mtegratione compl^ tccedont io nümemni n vel etiam 
miflorem aomenm coalascaat quia aeqaatiaiiam iotegratiiun vel completanun 
aystema non plurea qoam n Constantes Aititrariae iovolvere potest Caüu 
igitiir pealnoio quo f/L^m £eri potaist ut generalitati zion detrahator^ ti inter 
ftCooatantes Arbitrariaa qoas aequatiooea (4.) involvunti relatiooea particu* 
lareä ponuntor vel A aequationea difierenttalea (&) Bon eomplete iotegraotur« 

Anteoedeoiia exemplo aimplici illustrabo. Pit^natur aeqoatio dif-^ 
ferentialis seeundi ordinia, -j-^ = ahre smt inter trea variabiles^ x^ y^ y 
datae aeqoatiooea differentialea 

mik aliqua aeqoatio iotegitalia» 
aive 

In qua aequaUone inaoiit tre$ Conatantea Ailiitrariae a^ h^ c, quae In illa 
qttidem aequatione ipaa ad minoreai revocari uumerom ooo posaunt Reso- 
lutiooe aequationia quadraticae &cta aequationem antecedentem aic ex* 
hilere liee^ 

%edy'^{X'^d)dx . 

y(44:(y-V+(*^-a)0 ""^^ 

qua coaplete iiitegra;^ eruitury 

V'(4c(y— Ä)+(a:— a)^) = a:+^, 

det^gnanta s Conatantaui Arbitrariam integratione eompleta accedentem. 
Qnadremua aequationem ut radicale abeat, prodit toflendo terminos se mutuo 
deatraenteBi 

ya+e^ , ee+4*r — aa 

Quae aequatio generalior neu est atque haec, 

in qua a et ß Constantes Arbiirariae sunt; unde aequatio masduie gene^ 
ralis, qua aequatio (9.) trea Constantes Arbitrarias involvens integratur^ 
QOD plnrea quam doas admittit Constantes Arbitrarias. Et salva generalitate 
ponere licet in aequatione (9*) a s ^ d sss vel etiam Constantem Arbi* 
trariam integratione completa accedeutem s ss 0« 
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Uode e Proposiiiaae I. laac wqpiUor noüssiina, 

^IßtegraU aeqittitiaiie diflereuiiali n^' oidiiiis ioler x ei y ex- 

pressio ipsios y pro x plores quam ii Cumnaotes Arbitrarias uon in- 

Toivere potest*"" 
Haec propositio saepios non recte eo coucloditor qnod ex n-f-1 aequaiiooibosy 

e qaibas aequatio dillereoüaiis n^ ordinis proposita resoIUre debet, non 
plare9 qoam n qoaotitates eliminari possint. Sane fieri poiest ut e namero 
11 4*1 aeqaationafli plores quam nCoostantes Arbitrariae eliminari possint 
quamvb nollo modo ad minorem eas numemm revocare liceat Coios rei 
exerapla per totom Caleolom fnt^ralem frcqueotiasime obveniiint Pro- 
posita ex. gr. inter xety aequatiooe dilTerentiali secnndi ordinis buin^miodi, 

8. y" = ^^(x, y), 
coi satisfaciat aeqoatio integralis, 

resnllare debet (8.) e doabus aeqnationibas inter se combinatis, 

Neqne recie concloderetor ipsam ^{x) unicam taiitum Constautem Arbiura- 
riam inrolvere posse qoia nnam taatnm qnantitatem e duabns aeqnationibiis 
praeeedeatibns eiinünare liceat Bene enim constat ipsins (()(x) expresno- 
nem completam dna« involvere Constantes Arbitrarias qaae nollo modo ad 
unam revocari posmnt Et ex aeqoatione (P(x, y,z)=^0 ope aeqnationom 

Ö9 _M_ d(p dz ^^ ^ dp j^ dp dz ^ 



djr ^^ dz * dx ' dy ^^ dz * dy 

fuuctionem arbitrariam eliminari posse constat qnae Constantes Arbitrarias 
nomero infinito involvere potest nollo modo ad finitom nomerom redocendas. 
Com ad eam formam qoa aeqoationes difierenliales volgares propo- 
saimus qoodconqoe aeqoaiionom differentiaiiom systema revocare liceat e 
Proposiiiooe L generalior seqoitor, 

IL ^Aeqoationom differentiaiiom volgariom sy»temate qooconqoe 
integrato, dependentiom variabiliom per independeutem expressiones non 
maiorem nomerom ioTolvere possont Constantiom Arbitrariarum, qoam 
qui ad completam integrationem reqoiritor.** 

Vi aeqnationom integraliom completarom defiuitio sopra propomta 
(S- 9.) ad com extendator casom qoo in iia Constantes Arbitrariae insont 
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eamplete iniegrantur, sei wfficere ui vel una data sit aequatio quaeeunque 
ad aequationum mtegraUum eompletarum ßyatema pertinens. 

Ex antecedentibiui criteriam qaoqae certiim habetur quo cognoscatur 
ao aequatio integralis proposita ii = «t eonpleta ; Tidelieet nön fieri de- 
bet ut ex aequationibas de proposita dedoctis Constantes Arbitrariae elimi-* 
nari possint sive alia ex aequationibos illis obtioeri possit aequatio ab Omni- 
bus Constantibufl Arbitrariis vacua. Hoe eufm m fieri noo poteat, secundum 
antecedentia aequatiouibus e proposita deduetis semper conciliare licet formani 
aequationum (1.), in quibus aunt ^i, ([>2 •••• (Pm eolutiones aequationie (3») 
a ee independentes. Sint 

reliquae aequationis (3.) solutiones a se ipsis et a praecedentibtis (Pi 9 (P2 •••• ^>» 
independentes ; obtinentur aequationes integrales completae, omnes n aequa* 
tionis (8.) solutiones a se independentes Pi^ (Pa •«•• (p^ aequando Con* 
stantibus Arbitrariis. Designantibus igitur 

7i, 72 . . • . 7-m 
novas Constantes Arbitrarias, formabunt aequationes, 

5. ^1 = ßi, <t>2 = ßl <Pm = ß- 

^m+1 «= yi, Pm^% = 72 • • • • ^1. = 7»-m 

aequationum integralium eompletarum systema e quo ipsa quoque proposita 
ifsssO fluit Quippe aequationes (1.) satisfacere debent aequationibus (4.) 
8» pn quarum resolutione obtinebantur. 

Si numerus k Constantium Arbitrariarum quas aequatio proposita in- 
Tolvit non aequatur numero m aequationum e proposita derivatarum, aequa- 
tionis (3.) solutiones a se independentes Pi, ^2 •••• Pm implicabunt Con- 
stantes Arbitrarias, 

firuntque illae aequatioiiis (1.) solutiones (Pi> ^2 ^ •• <P<i» ^ «^ indepen- 
dentes etiamsi ipsis ß.+i etc. valores tribnantur particulares^ quia qnae ad 
Talores indefinites valent ad omnes valores particulares valere debent ($. 13.). 
ünde semper statuendo ^«+1, p„^i •— Pn ease aequationis (2.) solutiones 
a se invicem et ab ipsis Pu p2 ••-• Pm independentes, patet etiamsi tri- 
bnantur k—m Constantibus Arbitrariis ß,»+i etc. valores particulares, esse 
^n ^2 •••• ^»aequationis (20 solutiones ä se independentes, ideoque (6.) 
aequationes integrales completas. 

CreUe*s Jonnial d. M. Bd. XXIIL Hit 1. 9 



M /• ^* 0. /# Jaeohi, DUucU. Je a^guat. Uff. nJg. mßrtem. 

Aofecedeolilmi veqnen« dettonstrato est Proposilio: 

9,Si tx aeqoaiiooiboi de mui aequatiooe integnüi propoetta deri- 
vali« omnet CooirtMle« Arbitrariae duniavi Dequeooty aeqoalio inte- 
gralii proposita necesMirio erit eompleta; et quoties aequatio illa pro- 
poaiUa Conataiites Arbitrarias plures iovolvit quam ex ea deriyaator 
aeqoalionea, oon mioiw ea aequatio intejpalia erit completa etiaouu Goo* 
•fantibiia Arbitrariii qoibaadani, qoantm Donienis illum aeqoat excessuoi, 
Valoren triboaotur particolare»." 

Dicimua aeqoationeni iotegralem proposHam iavolvere Constantea Ar« 
bitrariai supervaeaneas , si quibusdaai e Constantiom Arbitrariarmn nomero 
Valoren tribuere licet particularea ac Dibilomions syvtema aequatioüam iote- 
gralimn maxime geuerale ad qaod aequatio sie proveuiene pertioere potest 
Idem fit eive eadem generalitate gaadet atque systema aeqoationooi integra* 
lluni maxime generale ad qood ipsa proposita pertiuere potest. QuoDiad- 
modum antocedentibus vidimus, utramque aequaliouem perlinere posse ad 
nyilema aeqoatioQom iutegralium complelarum. Qoa in defiiiitioue sapponi 
potoily In ipsa aequatioue proposita Coiistantes Arbitrarias jam ad minimom 
revocatas eu^e numerum. Si defiiiitionem proposilam tenemusi ex autece- 
dentibus boc sequitur Corollarium : 

„Ex aeqoatioue integral! completa Conslantes Arbitrarias oon iu- 
volveute siipervacaneas tot fluunt aeqaationes integrales quot ipsam 
Constautes Arbitrariae aflGciant; quoties igitar proposita iuvolvit itCon« 
stantes Arbitrarias qaaroMi nuUa supervacanea est^ ex nna illa aeqoa- 
tione totum aeqaationum integral ium completarum derivari potest sy- 
stema.*' 

Videlicet si maior esset numerus aequationum quae e proposita deri- 
vauturi Coiistantium Arbitrariarum numero quas iuvolvit, eliminari possent ex 
aequationibus illis Constautes Arbitrariae neque igitur pertinere posset pro- 
posita ad systema aequationum integraliiim completarum ($. 10. IL) ; si minor 
esset 9 vidimus Constantium Arbitrariarum aliquot salva generalitate valores 
Induere posse particulares sive propositam Coustantes Arbitrarias involvere 
super v aoaneast 

Sequilar ex antecedentibus etiam boc theorema: 

>)Propositi8 aequationibus differentialibus vulgaribus« 
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Bi d«tar nna qoaecaoqae aeqoatio iotegralis conpleta Constanfes Arbilra- 
rias Bon iuvolvens snpervacaneaS) ex ea tot derivantiir solatione« a so 
indepeodeiites aeqaationis differeotialis partialisr, 



f/_ a- r. Jf- .... j. T ^L 



o = j:-,^;/- + x.^-....+jr,^ 



JP, 



R 



» 



qnot afficiuut propositam Constantes Arbitrariae ; qooties igitur aeqiiatio 

iotegralbr proposila iovolvit n Coustanles Arbitrarias quarom naihi saper« 

Tacanea, ex oua Hla aequatione derivari polest aeqaationia diflerentialia 

parlialis propositae solotio generalis.'* 

Videlicet si nalla adest Constaos Arbitraria aapervacaneai fit anteceden« 

tihüB kesm, ideoque aeqaatiooia diflereotialis partialia solutioDea Pi^ (p^ ... 

•••(Pmj antecedenlibas ex ona aeqaatione propoaita eiusque derivatis ioventaet 

eodem sunt namero atqde Consiaotes Arbkrariae propositam afücienles. Si 

A: =s Hl SS n, babeotur ea ratione aeqoationis differeotialis partialis propositae 

n solutiones a se independentes qaamm fanctio arbitraria erlt solatio generalis. 

Bene tenenduoi est, ad solotionem aeqoationis diflerenlialis partialis 
obtineodam fieri debere, ot aeqoatio iutegralis qoae proponitor sit eompleta. 
Nam etsi totom detor systema aeqoatiooum integraliom particolariom eaeqoe 
Constaotiom Arbitrariarom nomerom iiivolvant tantom ooitate mioorem qoaro 
completae, ex iis ne ona quidem solotio aeqoationis diflerentialis partialis 
propositae eroi potest 

17. 

Qoaeramos iam qoem froctom percipere liceat e Constantibos Arbi- 
trariis sopervacaueis aeqoatiouem integralem coropletam afificientibos. lisdem 
positis atqoe in $. pr. , si aeqoatio iotegralis completa ti ss praeter Con- 
stantes Arbitrariasßi, ß, .... ß^ ioTolvit sopervacaoeas ß^,, ß^^., •••• ßi, 
bas ipsae qooqoe iovolvont fonctiones (Pu (P2 •••• ^mt unde per netbodam 
S. 14« traditam novae eroi possont aeqoationis (3.) $. pr. solotiones. Sont 
enifli solotionom illarora diflerentialia partialia prima Tel altiora ipsaram ß^i^ 
ßm^ ^c. respeeta mimta et ipsa aeqoatioois (3.) $. pr. solotiones. Ex 
aeqoatione proposita eiosqoe derivatis obtinebator, 

1. ßl = ^1, ßl = <P« ß^^Pmy 

onde vice versa sobstitoendo aeqoatiooes (1.) aeqoatio proposita ti ei 
identica evadere debet Qoam aeqoatione« identica» Coostantio« Arbitra- 
riaroB sopervacanearom ß^i, ß^^ ete. respecto difereutiemos, et post 
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jdknati^kmem im dÜR-eotialibis ipaus ir partialibBS tamctiommmPi^Pt^'^^Pm 
▼alom loütaMMS eoastantes ß^, ß, •••• ßm- prodibat p — m aeqodoiies 
hywiodi, 

du 5f, _m du dpt I du dfm ■_ du 



t. 



0- 



QnoBiaa luilea snt, 

dß^ ' dß^ — ta::;7' 

et ipsae Mqoatkmis (S.) S» p**- Mlotiones ideoqoe aequtionini difinvotui* 
liui Tidgarimi pn^osiUnui integniUaoe CoosüiuUkis aeqnaotor, haac ki- 
beams ProposkioBeBi: 

^Aeqaatio iotegnl» eoMpIeU iis=0 CoosUntes Arbitnurias in- 
• volyat 01, ßi •••• ßt qoanua k — m mak sopenracaneae, dabnntur 
Ar — fli aequatiooea hoiiisModi, 

▼el generaUiis A: — ai aeqoadones buiiMBodi, 

desigaantiboa 719 7, etc. quantitatea CoDstaates.** 
Aeqaationea (4.) obtinentor addendo Ar — m aeqoationea (3.) respective per 
Cooaünitea 7»fif ym^t •««• Yi maltiplicatas ; vice yersa proveoiont (3.) re- 

aolvendo Ar— ai aeqoationea (4-) inter ipseaa ^J^ . ^J^ .... —^ li- 

neares. ABae erm paaannt aeqnattooes propomtam ir = ConsfantiQBi Ar- 
bUrariaroBi sopervacaneanua respecto iferatis riohit diflerentiando. 

Aeqoationea (3.) 10 aeqoationes (1.) redeont aot novae aont aeqoa- 
tionea integralea. lifo eara ad aeqoationea e proposnta « ss per dilTeren- 
tiationefli variabilioai ipsaromque aeqoationoai differentialioa propoaitarani 
aobfltitotionefli dedoctaa etiaia perreniri videmoa differentiatione Conatantioa 
Arbitrarianua reape c t o facta. Altero caao boc metbodo ad eaa qooqoe 
aeqoationea int^ralea pervenitor qoae nollo modo per Tariabiliooi dilTeren- 
tiationeBi obtineri posaont De qoibus diveraia caaiboa aeqoentia obaervo. 

Sont (Pi, (P2 •••• (Pm neqoationia diflerentiaüa partiaKfl^ 

atrfotioaea a ae independentea, Conatantiboa Arbitrarüa 

ß»H9 ßm^ . . • • ß* 
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affectae. Sit m^^m ac ponamus functiones (Px, (P2 •••• P^ exprimi posra 
per eiusdein aeqaalionis (5.) solotiones ab omnibus Constantiboa Arbitrariis 
vacoas, 

neque per miuorem eiusmodi solotionuni Dumerain ; quae expressionea adhoc 
Constantibaa Arbitrariis affectae erant ßm+19 ßia+a •••• ßi* Per.aeqoationes 
fioitaa quibas iotegrantar aequationes, 

aequantur fu f2 •••• fm'ß Constantiboa quas vocemaa 

^19 ^ • • • • o&ffi'* 
Ut ad eaadem aequationes integrales pertioeant proposita n = eiaaqoe de* 
rivatae Constantes ai^ a^ •••> a^« satisfacere debent m aeqaationibus, quae 
ex aeqaationibas (1.) proveuiant in fonclionibas (P^ etc. anbstitaendo ipsanim 
fif fl •••• fm' valores conatantea di, a^ •••• am** Dabantar igitnr inter m* 
Conatantea a^ On . . • • a^* ipsasqoe ß^ ßi « • • • ßt aeqaationes m\ onde 
iilaram Conatantiom m' — m veluti, 

Ä/n+l^ Äm+2 • • • • Ä,n#, 

pro Arbitrariia atqae ab ipsis ß^ ß, •••• ßi prorsns independentiboa habere 
licet, reliqnae deinde ai , a^ •••• <tm ernnt datae fanctionea ipsanmi 

ßl» ßl •••• ß*> Äm+1> Ctm+2 •••' Ä,«'« 

Qaotiea m^sm, Constantea e&i, da •••• a^,» per ipsaa ßi, ß, •••• ß« deter« 
ninabantar atqne aequationum (1.) locum tenebant sequentea, 

qoaram dextrae partea Constantibaa Arbitrariis vacant. Quo igitur caao 
ft Constantea Arbitrariae aeqoationes (!•) af&cientes ad minorem nameramm 
revocari possant 

Obtinebantur aeqaationes (3.) ex aeqaationibas (1.) simal pro fun- 
ctionam ^ly ^2 •••• Pm differentialibas Constantiam Arbitrariarom ßm^i, 
ßm4-3«***0ft respectu samtis, yalores constantes sabstitaendo qaos per ipso- 
ram (6.) aeqaationes integrales induant. Sunt illa differentialia partialia 
datae fanetiones qaantitatam, 

fiy fr •••^ fmn ßm+lj ßm+a •• • • ßlJ 

per ipsarom (6.) aeqaationes integrales aatem fieri sapposai 

7# /l = dlf fl^'^^ • f • • fmf ^^ ^mn 

ande Taiores illi constantes 719 y^ etc. sant datae fanetiones ipsamm 
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QaoUes igitor m^ssm dve qQOties m aequationes (1.) ad alias revoeari 
possQiit, in quibus tantooi ta Constantes Arbitrariae insooty eraot yi, 72 ete« 
daiiae ipsorom ßo ßs •••• ß( fanctiones. Qeoties aniea m^^m inplicaboot 
7i9 Yi^^te. praeter ß^ ß, •..• ß^ novas m^ — mConsUntee Arbitrariaa ab 
ipffls ßi9 ßt •••• ßt prorsos iodepeadentea. Porro 91 m' = ai aeqoationes (3.) 
et 81 qaae aliae ex iia eadem methodo dedaeontur qoa ipsae e proposita 
iis=0 obtioebaatar, alias noo suppeditabiuit aeqoatiooes nisi propositam 
eiosqoe derivatas (!•). Si vero »'^»^ praeter has soppeditaboot m' — m 
aeqaatiooes novas, videlioet lat^ralia, 

IQ quibos ipsae €^»4.1 etc. suot Constantes Arbitrariae ab ipsia ß^^ ß^ •••• ß^ 
independentes. 

Siat 

aeqoatiooes OBoea e proposita ti s differeotiatiooe Tariabiliaa dedoctae, 
poterit io fonaola (2.) ipsios u loco pooi Ug vel «s etc. Unde si aeqoatio 
pr^qpoata « = Coostantibos Arbitrariis ß^, ß, •••« ß«^i afiicitor sive oaaai 
iaiplicat Coostaoteai Arbitrariam sope^vacaneaB^ prodeoot e (S.) aeqoatiooea 
oeqoeates^ 

Bu ^^ du , du ^ 

flt>, j^ Bug , Bh, -^ 



'y*"5iSr'*"^*'2^ •••• +'y-+» ß^,*: — *^ 



d«c« I .. dwm . .. Bui 

Per ttotas fomdas aeqaatioooa algebraicaroai lioearioa reaolotiooeia s 
ctantes prodeoot e (8.) aeqoatiooes : 

•• 7i-7» •••• •7-+I = Uzüg .... lü^ij 
deoigoantibos ü, Ui etc. Oeterauoaotia difereotialiooi partialiom ^, ~ 

Si aeqoatio pn^Msila phnibos qoam ai-f-1 Coostaotibos Arbitrariis affic 
pro eanoo fli+^ qoiboslibet fonaolae babeofor aotecedeotiooi (8.) sioiib 

Siot Coostaotea Arbitrariae qoas aeqoatio iotegralis tr rs vi 
bilioB yalores ioitiales «^, «? ••.. jc^, qoaron boomtos iostooi Coostao 
Arbitrarianuo aooienm n «oitate exoedit Uode 00a erit sooerraei 
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ideoqoe extare debet aeqoatio integralis hoiasmodii 

in qua 7, 71 etc. Constaotea annt Caiusmodi aeqnalionem revera lacmn 
habere sie patet Ipaaa x, Xg .... x^ cum x^^ x^ .... a^ commutando 
abeat aequatio if ss in bane» 

r = 0, 
quae aecundnm §• 12. et ipaa aequaiio iotegralia est Eadem commutatione 
abeunt 

dv Sv dv 

dx ' dxi *"* dxn ^ 

reapective in 

du du du 



dx.' dx^ •••• dxi • 

Differentiando iam aequationem vssO ac substituendo aequationes difleren* 
tialea proposifas 

dxidXi •••• idx^ tssz X:X| •••• • X^y 

obtinemua aequationem, 

y dv _t Y ^^ _i_T*^'^ r\ 

^"dT '^ ^'"dl^ •••• +^'»Tjr7 ^ "• 
lu qua secundum %. citatam rursus x, x^ .... x^ cum x^j x^ »•• • x^* com* 
mutare licet, quo facto eruimus 

«iquidem ipaae X^ etc. aunt Coefificientium X etc. valorea iuitialea. Unde 
eruta est aequatio forma aequationb (10.) gaudens quae quaerebatur. 

Bxaminabo iam casum quo aequatio integralis proposita non est com- 
pleta. Secundum g. 16. eo casu fieri debet ut e m aequationibus inlegrali- 
bus de proposita floentibus omnes k Constantes Arbitrariae ßi , 02 • • • • ßk 
eliminari possint. Quod semper evenit si k<^tny sed evenire etiam potest 
si A: ^ m« Ponamus ex 1 iilarum aequationum provenire, 

1. ßi = (Pi, ßa = ?>2, ßl = <Pi» 

(ubi (Pi, t>2 •••• ^» ab ipsis ßt, ßj •••• ß» vacuae sint)^ ipsi autem ß^etc. 
tespecti^ functiones^i etc. substituendo e reliqnis m — i aequationibus re* 
liquas omnino abire Constantes Arbitrarias ß,^.i, ß,>2 ^••* ßi* Haec est 
suppositio maxime generalis^ quae si 1 = 01 in praecedentem abit qua « ^ 
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aeqoatio inlegrali? completa erat, 8i i = ad eam pertinet casaia qoo 
aequatio integralis proposiia omnino DQUam involvtt Goustantem Arbitrarian. 
Ope m — i aequationam qaae eliminatis omnibas Constantiboa Arbitrariia ob- 
tinentar, detennioentar 

per reliqaafir variabilea earamqae aobstituantur expressiones cum in (Po 
(P2 • • . • (Pi tom in qaantitatibos, 

siniilibos ratiociniis atqae 8» 16. usus snm, probator fieri (Pi, (f>2 •••• (Pj so« 
lotionea a se independentea aequationis differentialia partialis, 

Unde designantibna 

reliqoas aeqaationia (2.) soluiiones atqae 

dij O2 • • 9 > On-^m 

iiovas Constantea Arbitrariaa, obtineniär n — m novae aeqoationea integrales 

qaae ianctae et 1 aequationibas (1.) et m—i aeqoationibua ab omnibas Con* 
atantibas Arbitrariia vacais constitaont aeqnationam integraliam ad qaas pro* 
posita pertinere potest ayatema maxime generale. In qao Constantibns 
Arbitrariis, 

K*+l> ß»+2 • a . • ßi 

quae fanctiones (f>iy (p, •••• ([>i afficiant, salva generalitate tribaere licet 
valores particalares. Qaippe qua re fanctiones (p^ (f>2 •••• (P^ non desinant 
esse aeqaationis (2.) sdationes a se independentes. Unde etiam si ipsis 
ßi^iy ßi^2 •••• ßi tribauntar valores particalares^ aeqaationibas (2.) et (3.) 
camplete integrantar aeqaationes differeotiales, 

dxidxi •••• idxn^^^i =s XiXi •..• iJt^^^ij 
ad qaas per m — t aeqaationes a Constantibns Arbitrariis vaeaas aeqaatio- 
nes differentiales propositae, 

dx : dxi .... i dx^ =s JT: Xi • • • • ; X.^ , 

revocantar. 

Agamas iam de relationibas inter Constantes Arbitrarias ponendis 
at ex aeqaationam integraliam completaram systemate data obtineatur aeqaatio 
itttegraUs particalaris 11 == 0. Qaa de re baec observo. Deriventar rarsas 
a proposita sicati antecedentibas aeqaationes m — i a Conslantibas Arbi*^ 
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trariis vacuae. Qoae coDstitniint aeqnationimi btegraliom flyatema, cni Taria- 
bilituB ditwentiatione et aequationuDi differaBtiaUoni propoaitamni aobatitatione 
aliae Doyae aeqoatioiiea integralea aecedere non posaunt Alioquio enim ea 
raüone e propoaita plurea quam m^^i aeqnationea obdüerentor integralea 
a Coaatantibiia Arbitnriia yacuae, qnod est contra supposiäonem faetam. 

QuotisB mUem €X aequaüombue integrälibus variaHUum Uferen^ 
tiatkme et aeqttatiomim dUfferentiaUum propaeitarum eubstiiuihne nullä 
nova MpuUio miegraÜs obtinetur, eemper m tatidem eubstitui poeswU 
aeguatkmee inter functitmee fi, fi ..• • f^* 

Introdocanlor enim variabilinm of, x^ x^ ...• x^ loco quanütatea 

quo fado reaolotione aeqaationani illanim m — i ematnry 
dea^inantibiia Fi etc. qoantilatui, 

Xp /L^tf fnh^l J • • • • fn^ 

fnnotionea» Differentiando (4.) eam per aeqnationea differentialea propo» 

süas mif 

df.^df^ « df, = 0, 

prodii, 

»• (4^)-<'. (4^)-«» (-^)-» 

Qoae neqoe novae annt aeqnationea integralea qnia e m-^i aeqnationibna 
illia novae derivari non posaunt, neque ex aequationibos (4.) flnere possunt 
nt a quantitatibus /i^ /^ ••^•fm^ prorsus vacuae. Unde aeqnationea (6.) 
identieae annt, ideoque ipsae F^ F^ •••• F,..^ variabiÜ x oainino carent^ 
aive aeqnationea m^^ e qnibus nova deriyari non poterat ad aliaa revo» 
oari possunt inter solas f^ fi •••• fnf q* d. e. 

Sint iam datae aequationes integrales completae, 

desjgnantibus €^ eta Constantea Arbitrarias, quam formam aequatiönibua in« 
tegralibus completis aemper oonciliare licet Ex aequatione integrali parti» 
culari proporita dedncantur quotquot possunt aequationes ab omnibua Con« 
stantibus Arbitrarüs vacuae eaeque ad alias, qnod fieri posse vidimus, inter 
solas fij f% •••• fn revocentur; hae aequationes substituendo (6.) suppedi« 
tunt m— -i relationea inter solas Constantes Arbitrarias ttu c&s etc. Qnibus 
aecedere debent i relationea inter ipsas tfi etc. atque Constantea Arbitra- 
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riM ßi , ß2 • • • • ßi qoibus aeqaatio proposita afBcitar. Etenim cum e 
"m aeqoaliooibus de proposdta derivatis plore« aliae noo derirari possint, ae- 
euudum Propo8itiooem modo traditam ea9 ad alias revocare licet ioter qnan- 
titates j^, ^2 ••••/n9 qoM per (6.) ovaduut m aequationes ioter ipsas a^^ 
dz . • • • a^ qaae Constaotes ßi , ßj • • • • ßi implicabont. E qaibua aeqoalio- 
ttlbus fluere debent m — t qnaa inter aolas a^ etc. locam habere vidiinus. 
Vice versa si inter CoDsUntes Arbitrarias a^, o, •••• a^ illae m relationes 
habeotqr, ex iis per (6*) seqoantor m aequatlones inter faoctiones fufi^^^^fnf 
quae locani' teuent m aequationnm a proposita flaentinm inter qnas ipsa pro- 
poslta nomerator« Unde aeqnatidnes illae m inter Constantes Arbitrarias 
(Kl etc. et neeessariae et sofBcientes sunt ad propositam aequationem inte- 
gralem particularem e datis completis deducendam. 

Si pro Gonstantibus Arbitrariis aequationes integrales completas af- 
licientibus sumuntnr variabiliom valores initiales^ statim habentur m — i re- 
lationes inter solos valores initiales vel omnes m relationes inter valores 
initiales ipsasque qnas proposita involvit Constantes Arbitrarias intercedentes, 
si in m-^i aeqoationibos a Constantibos Arbitrariis vacuis vel in omnibns 
m aequationibus, qnae e proposita deducontor, ipsis variabilibos sobstituuntur 
valores earum initiales. 

Relationes particnlares inter Constantes Arbitrarias Og etc. antece- 
dentibus quaesitae etiam sie indagari possant« Integratione completa ha- 
beantur Xi^ x^ •••• ar„ per x et Constaotes Arbitrarias expressae. Qaae 
expressiooes si in proposita aeqoatione inlegcali particnlari snbslitnautur, 
fieri debet ot certis inter Constantes Arbitrarias positis relationibos varia- 
bilis X ex ea aeqoatione omnino exnlet Qnae relationes pleromqoe facile 

ff 

se offernnt. Qoibos si iongitor ipsa aeqnatio qaae abeonte variabili x inter 
solas Constantes Arbitrarias fit, habentor relationes parlicolares inter Con- 
stantes Arbitrarias investigandae« 

19. 

Ponamos eam datam esse aequationem integralem, 

1. II S9 ^//(ar), 

qoa variabiliom fooctio u a Constantibos Arbitrariis vacoa uoios variabi- 
liom X atque Coostootiom Arbitrariarum fonctioni aequator, dico in aequo» 
tione (1.), ehe completa sive particularh sit, Constantes Arbitrarias non 
messe supervacaneas. Qoa in re soppouo non haberi aeqoationem inte- 
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gralem, x ss Coost ^ certe eam aequationem non pertinere posse ad aeqaa- 
tionam integraliom systema ad qood aeqaatio proposi(a pertineat Porro in 
fanctione ^/^(^) sappono Constaotes Arbitrariaa ad oiinimom revocatas esse 
namerom. Pro variabiliom fonctiooe u a Constantibas Arbitrariis vacua 
ipsas qaoque variabOes Si, x^ etc. saniere licet 

Si dicimiis in aeqoatiooe integrali Constaotes Arbitrarias ioMse super- 
vacaneas sive quibos salva generalitate Talores tribui possiot particulares, 
id hooc in modom intelligi potest, sicoti ex iis quae %. 16. tradidi facile 
coUigitor. Sit aeqoatio integralis proposita 

in qua insout Constantes Arbitrariae ad minorem numerum non revocandae 
a, üi etc. 9 h, h^ etc., quamm b, h^ etc. sint sopervacaneae. Tribnendo Constan* 
tibus Arbitrariis sopervacaneis b, h^ etc. valores particolares, ex. gr. evanescen- 
tes, ipsornm antem «^ ai etc. loco poneodo (s^ di ....9 prodit aeqaatio buiosmodi, 

' 9. XL \Xf Xg . • . • «Pji I Ctp ttf • • • »j SS ll« 

lam si in aeqaatione proposita Constantes Arbitrariae h, bg etc. sunt soper- 
vacaneae, fieri debet at per i<ystema aeqaationam integraliam maxime gene- 
rale ad qaod aeqoatio (8.) pertinet, ipsisqoe o^djetc per ü^Hi...., b,bi.... 
rite determinatis etiam aeqoationi propositae (S.) satisfiat Id qood e venire 
non potest qooties aeqoatio integralis proposita forma gaodet aeqQationis(L). 
Qaippe in qoa aeqaatione si Constantibas Arbitrariis qoibosdam valores 
particolares triboontur, ipsa 17 ut a Constantibas Arbitrariis vacoa immotata 
manet, ipsa yf^{x) aatem abeat in fonctionem %//i (or), Constantiom Arbitraria- 
rom minorem nomerom involventem. lam com ex eodem aeqoationom inte- 
graliam systemate otraqoe aeqoatio obtineri debeat, 

etiam baberetor 

Quod fieri non potest qoia sopponitor neqoe in fonctione 4^(x) Constantes 
Arbitrarias ad minorem nomeram revocari posse neqoe x aeqoalem fieri 
Constanti. 

Secondom ea qoae 8* 16. demonstrata sont, ex aeqoatione integrali 
completa Constantes Arbitrarias non involveute sopervacaneas tot derivari 
possunt aeqoatioues integrales qoot propositam Constantes Arbitrariae aflS« 
ciunt, totidemqae babeutor solotiones a se independentes aequationis diffe- 

10* 
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rentialis partialis, 

^4f + ^T^ '- + ^-i^ -^ <>■ 

Hioc ex antecedentibus haeo aeqaitor Propositio: 

„Propositia aeqaatjonibaa diflforentialibiis vnlgaribiur, 
dx : dxi • • • • : dx^ ss JS^i JTi • • • • : 31^ y 
&i ex aequatioQQin iotegraliom completarom syatemate nna datnr aequa^- 
tio qua variabiliom x^ X2 •••• x^ aliqaa vel earom fimctio qaaecnnque 
a CoDstantibas Arbitrariia vacua functioni ipsioa x atqoe mConatan- 
tiooi Arbitrariariun aeqaatar: ex nna illa aequatione m aeqaationea in- 
tegrales completae derivari poaauot nee non m solutionea a ae indepen* 
dentea aequationis differentialis partialia, 

nnde ai aeqoatio proposita involvit n Conatanles AthitnriMj ex ea to- 
tarn aeqnationom integraliam eompletarom ajatema atque aeqoationis 
differeutialia partialia aolotio generalis obtineri poteat.'" 
Obaervo porro ex aeqoatioue integral!, 

U SS yjjXj 

eondem nnmemm derivari aequationnm integraliam , aive completa ait sive 
ex eiasmodi aequatione integrali completa naacatnri Constantibna Arbitrariia 
quos fnnctio 4^{x) involvit valorea tribuendo particnlarea. Sit enim ^{x) 
ipsiua X fiinctio cui aeqnatur u per aeqnationnm integralium eompletarum 
aystema ideoqne uss\Ij(x) aeqoatio inlegralia completa 9 aint porro aeqoa- 
tionea omnea inter ae diversae e praecedente iteratis differentiiitioniboa 
aequationumque differentialinm propositanuu aabatitntioniboa derivatae, 

obi ipaae u, u' etc. aont variabiliom x, Xi ...* x^ fonctionea a Constanti- 
bos Arbitrariia vacoae. Nolla extare potest inter ipsam x fbnctioneaqoe 
u, u^ .... fi^'^^^ aeqoatio identica^ alioqoin enim aive aeqoationea (4.) non 
a ae independentea eaaent, aive aeqoatio seqoeretor qoa x valorem con» 
atantem indoit, qood otromqoe soppositionibos factis oppognat Conatantiboa 
Arbitrariia fonctionem 4f(x) afBcientiboa valorea triboendo particnlarea vel 
relationea particolarea inter eaa ponendo^ abeat 4^(x) in xi^)^ proAt 
aeqoatio integralia particolaria^ 
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ex Mqoe deriyaotor fe^entes^ 

Com ioter fiiDctiooes ti, u' .... ff^"^^> ipsamqae x aeqoatio identica non 
babeatur, — qaod implicat conditionem earom nullam solius x fanctionera 
eTadere — non fieri poteat at eo, qnod earam aliae daüs ipsiiui x functio» 
niboa aeqnantar» condudator quibna ipsiua x functionibua reliqoae aequalea 
aint Unde etiam aeqoationes (6.) a ae independentea sant aive ex ntraqae 
aeqnatione iiss>/;(ar) et u^s^x{x) idem aeqaationam integraliom nnnenia 
derivatoTy q. d. e« 

Aequatio us^xj^^x) eompleta cnm ait Constantiboa Arbitrariia soper* 
vacaneia non affecta^ fonctio >/^(ar) involvere debet m Conatantea Arbitrariaa^ 
videVcet tot qnot ex proposita deriyantur aequationea ($• l^O* ^^^ igitnr 
aequatione integral! particalari 

qna fonctio u a Conatantibna Arbitrariia vacua aequator fenctioni solioa va- 
riabilia x (quam variabilem per aeqnationes integralea non aeqnari Con«- 
stanti anppono}, aecondum propositionem praecedentem cognoaci poteat Con- 
atäntiam Arbitrariarum numeroa quem involvit aeqaatio integralia eompleta 
qua tf per x exprimitur« Qoippe qai aeqoator nnmero aeqnationom qnae 
e proposita aeqnatione integral! particolari derivari posannt 

Aeqnationum differentialiom partialiom simnltaneamm i^yste» 
mala intime com aequatioiiibiis differentialibiis ndgaribos 

eomiexa« 

so. 

Tota baec materies quam antecedentiboa tractavi non perfecte ab« 
absolvi poteat niai praeter aeqnationem differentialem partialem, 

I. j-|f + j;^ + 2:.^....+x-^-o, 

aive banCy 

O IT — >• IT ^^ t y S^ _t y vX 



ananl etiam conaiderentnr ayatemata qnaedam aeqnationom differentiaOom 
partialiom lineariom primi ordinia et ipaa com aeqoationiboa düTerentiaiibDa 
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vulgaribueiy 

arctissime connexa. Qoae oUm proposnii in Diario CrelL T.U.p.82i. 

Siot ranrus /"i» /i •••• fn «olatiooes aequationis (1.) a se iiidepen- 
dentes. Posila inter ipsas fi^ft •••• fn una aeqaatione arbitraria, ea de- 
teriniuatiir fuoctio satisfaciens aeqoalioni differenliali partiali (2.). PosUis 
vero inter n fbnctiones fi^f^ ••••/» aeqoationibns it arbitrariis, habetur sj« 
steroa aeqoatiouani qoibos eomplete iniegrantnr aequationes differentiales (3.). 
Etenim positia inter n quantitates n aequationibos a ae independentibua, qoan* 
titates illae Constantibns aequautor neqae igitor eo qaod aeqnationea iUae 
aint arbitrariae aliud vel magia arbitrarium effici poteat quam ut Conatantibua 
aequentur arbitrariis. Aequando aulem f^f^ ••••y^^Constantibus Arbitrariia 
nanciscimur aequationum (3.) integrationem completam. lam inter functio- 
nes/t9 fi •••• fm ponendo aequationum arbitrariarum numerum aliquem inter- 
medium m inter 1 et it coilocatum inveatigemua qüodnam iutegretur aequa- 
tionum differentialium ayatema« 

Sit Xi uua quaecunque n — i variabiVum^ 
omniumque praeter x^ loco introducamua ipsaa, 

fi9 fl • • • • fm-i^i f 

ut variabilea independentes. Quod ubi fit secundum S* 4. abit (1.) in haue 
aequadonem» 

4. o = x(^) + x,{^)....+x.(-^) + x.(^). 

Differentialia functionia f ipsarum /i, /^ •••• /».«.i respeetu sumta in aequa- 
tione (4.) non obveniunt, qua de re eadem aequatio locum habet ai in fiiD- 
otione f atque Coeffiefentibua 

per no vum aystema variabilium independentium expressis, pro ipsria fu fz . • • 
••• /».»-.i ponimus Gonstantea Arbitrariaa, 

Sunt aequationis (4.) soiutiones, 

cum ipsa^s fa fi •••• fn^t^i Constantium vice fungentes ioter solutiones non 
referamus. Quarom solutionum uoam aliquam /Ui ^t ipsam Constanti Arbi« 
trariae a^*« aequalem statuamua. Ipsi /,^.* aequationum (4.) ope per x. 
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tVo ^k exhibitäy erit aeqnatio, 

inter quantitates x,Xg....XijXij qua igitur aeqoatione determuiare licet x^ 
ut ipaaram x, x^ .... Xi fuoctioDem. Cuios fuoctioois differentialia partialia 
habentar per aeqaationes» 

mide ex aeqoatiooe 

= ^i%^)+M-%r) ■■■■ + ^ (^) + * (^if ) • 

aequitar^ 

Hqic igitar aeqnationi aatisfit si beoeficion — t aeqnationom (5.) et (6.) ipsae 
X, Xi .... Xi^ Xij xi per variabilea x, Xi .... Xi atqoe Conatantea Ar- 
bitrariaa a^ eh •••• <K^ exbibeotor. Si ipraram ai, ch •••• ofi^i^ ioco re- 
atitoantar fanctiones fiyfi •••• fm^i^ redeont X, X^^ .... Xi^ Xi Ixk ipsas 
variabiliam x^ Xi .... x^ expressiones propositas. Unde designantibas X^ 
Xg .... JTj, Xi, variabiliam x, x^ .... x^ expreasionea propositas^ aequa- 
tio (7.) identica fit ai ope aequationum (5.) et (6.) exprimitor Xi per 

X^ X2 • • • . Xi y Oti f tLj . . • . tt/i^ 

ac deinde in differeutiaiibos eiua partialiboa -^-^ 9 -g — • • • • -g— ^ reati- 

tauntur pro ipais a^ <h .... a^-i fooctioDea aecundum easdem formulas (5.) 
et (6.) lia aequivalente» ^ /i 9 /^ • • • . f^i . 

Pro fanctioniboa f^ /*, • • • • f,_i in antecedentibns snmi posanut 
n — i aolntionea qoaeconque aeqoationia (1.) aive n — t quaecanqae ipaaram 
fi% fi •••• fn fanctionea a se independentea. Unde aequationnm (5.) Ioco 
alias qoascnnque ponere licet aeqnationea a se independentea inter nqaan- 
ikafes /^, /i .... f», 

8. Ili = 0, Ha = . . . . Un^i = 0. 
Qua in re censere possnmas Constantes Arbltrarias ai etc. ipaanun f^fj •... fn 
fnvolyi functionibus arbitrariis fli etc. 

In formnia antecedentibus inventa (7.) designabat x^ qoamcnnque c 
qoantitatibns Xi^i , Xi^^ • • • • ^m aequationnm (ö.) ope per ipsas x,x,^....Xi 
expressam. Hioc si ipsius x^ Ioco successive ponuntnr variabiles :r^.|^ 
Xi^ .... Xny sequentem eruimua Propositionem : 
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L ,,Propositis inter variabiles independentes Xj Xi .... Xi atqoa 
dependentes Xi^^^ Xi^2 •••« ^n aequatioiiibiis differentialibos partia« 
libas simultaneui 



X>4^A.X,I^....+X, 



I ^A. #N "T «Aif — R- — ■ # • ♦ -#• rfA.j — g—— — — ^A.;4^ 

9, ^ dx * ^ dx^ ' CX| '^' 

y OX« , Y dXn I y BXn ^_^ y 

fuDctiones d7;4.i, ar^.2 •••• xr,, dabantor n — 1 aequationibos qaiboscuoqiie 
a ae iDdepeDdeDtibos inter aolationea aeqnationis, 

dx +^* dx^ •••• +^*^^* 
Bandem Propoaitionem sie quoque exhibere licet: 

IL 9, Proposito aystemate aequationum differentialinm partialiiim (9.X 
complete integrentar aeqoationes differentialea valgares, 

dx idXf .... idXj^ s=s jLiX.1 .... iX^ 
atqoe inter Constaiites Arbilrariaa, qnae aequationea integrale« eon» 
pletaa afficinut, positis n — t aeqoationibos arbitrariia, ex hia n — laeqoA- 
tionibaa atqne n aeqnationibos integralibns omnea n eliminentur Con- 
atantea Arbitrariae, prodeont n — iaequationea qnibua fnnctionea pro- 
poaitae or^i , Xi^^ • • • • ^n determinantur." 

Scilicet aequationes qoae integratione aeqaationnni differentialinm Tnlgariom 
completa obtinentur, aemper in formam redigi possnnt aequationnm, 

fgsaaij f^ SS a>i • • . • /^ CSS tti,; 
qnarum ope ai e n — i aeqnationibna arbitrariia inter Conatantea Arbitrariaa 
«19 02 •••• CS» hae omnes eliminantar, obtinentnr n — iaeqnationea arbitrariae 
inter ipaaa fu f% •••• fn^ Unde Propoaitio IL in antecedentem L redit. 

Aequationea qnibas secundum Prep. IL fnncUonea quaeaitae Xi^ ^ 
Xi^ etc. determinantur 9 videri possint nullis affici Constantibna Arbitrarüa^ 
qnia omnea ex aeqnationibaa inter eaa poaitis arbitrariia et aeqnationibus 
integraUbna eliminandae aunt. Sed aeqnationes arbitrariae ipsae afBci po« 
aunt Constantibas Arbitrariia complaribaa vel etiam innumeria ande aequa» 
tionea in veatigandaa ideoqne etiam ipsanim 0^,4.1 , or^., etc. expreaaionea qoae» 
aitas vel namerus infinitna afBcere potest Constantinm Arbitrarianuu 



> 
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Aeqwitioiiiiii difereotfalioni paiüalimn suDuItaneanmi (9.) $. pr. rolatio 
alia qaoqoe ntione inveiütiir sequeate. Propoiiäs aeqiuitionibos differeotia- 

eamm 80iBMtar A— -i aeqiuUiooas iDtegrales qnaelibet e qoibas diflferentia- 
tione variabilimn aeqiiationomqQe (1.) sabatitutioDe aeqnatiooea novae noo 
obtiaeantiff; Ciuoaniodi aeqoationea patet eaae ipaas (8«) f; pr« Resoliitb 
»— *i aeqmtaoiiibiia exhibeantiir 

W^^lj (Vy^ .... «Pn p0r Xj Xi •••• Xi% 

qiiboa «xprenioilibaa diffareotiatiaf in fonmlia proyeoientibiiB, 

t. dxi » ^dx + g^dxt .... + ^^dXi, 

ipaae (!•) aabatitoaiitiir» prodennt aeqoationei^ 

Qiiaa aeciHMloni aopporitioDem factan hob aiiiit noyae aeqnatiooea 
aed contiiieri debeat n— i aeqaatiooiboa iotegralibaa qaiboa fimctioDea x^ 
determfaiabaDter* ünde haec aeqaitar Propoaitio: 

L ^yPropoaitia aequatioDibai (8.) vel (9.) 8*pr« aatisfit per aeqna- 
tiooea ipsarnm (1.) integralea n — i quaalibet e qnibns differeotiatiooe 
aeqnatioBnmque (1.) aobatitntiooe aeqoationea novae noo prodeoot" 
E qna propoaitione facile aeqnitnr Prep. I. 8. pr. 
Denumatremos iam Propositiooem ioversani! 
IL ^yAeqoationes n— *t ipaia (3.) aatiafaeieotea annt aequationea 
ipaarom (1.) integralea e qoibns differenÜando ipaaaqne (!•) aubatttuendo 
novae noo prodennt aeqoationea.** 
Aeqnationea enim propoaitaa qoaacnoqoe dieimna ipaamm (!•) ease aeqnatio- 
nea integralea ai ad ajatema n aeqnationom finitarnm pertinere poaannt qua- 
nun diflBorentiatione aeqnationea (1.) obtinentor. Iam aeqnationnm n— t Uni- 
tamm ope ipaia (8.) aatiafiMientinm exprimantnr X^ 2Ci ..•• Xi per varia- 
bilea Xj Xx....Xi^ reliquia variabilibna etiminatia, atqne integrentnr aeqna- 
tionea differentialea vnlgareai 

4. dxidxi .... idXi s= X:Xi .... iXi. 
E qnibna aeqnationibns aeqnitnr per (8.) et (8.) 

dxidXi .... xdXiidx^ ss XtXi .... iXiiXi^. 

CnBe*t louTBil d.M. Bd.XXni. HfL L 11 



Uode sibsütQeodo ipsii» x^ loco, X;^^ t,^ .... jt., videaiiw ex n — c ae- 
futkmhoB propoflitia atqve • aeqmtioaibos ipmuoi (4.) iotegnliba.^ enii 
lOfoiliaaw jijprMtuilM (l*)» ideoqne seqiuiUooes. m — i proposiüis ad ipsa* 
nui (1.) pertinere MqutioiieA ioteg^rales. ^ibus aequatiooibvs m Xi^f 
Xi^s .*•• x^ per x^ Xi ... x^ exprimontor atqae ifl expressiottibas iUis 
dUfemtiaUs (2.) aequationes (t.) aobstiUiiiiiliir, profettinai aegoatiooes (3.) 
quibes per ipsaa n — 1 aequationes proposkas saUsfit. Dade e n ~t aequa- 
tioBibes propaaüb dUfereatiaüoiie aequatioouiqae (!•) suhalitiiliiHie oovae 
Boo prodeoBt aeqaatioiies, ideoqse prohata est Prepoaitio U« 

Docet PropoaiUo IL aeqaaüeuim (9.) f. pr. solnieneai quam Propo - 
»tio L Mppeditat eaae geaeralea ae« aaipleeti nodos oiaBes qaÜNia illae aoivi 
possiiit aeqoatiooea. MoaiUi taaieo opas est eaa digendas esse n — c aeqoa- 
tioaea integrales q«ae ipsas Xi^g , x^^ . .. . x. oaioino iovolTant eara»- 
qae per reliqaas variabiles saggeraaC detenaiBalioiie». Alioqaia enän in 
acqna tkwuWs dilli gntiiiibos partiaiflbna fonnandia variabilim aliae alqne 
aateoedentSMa pro dependentibos et independentibns anaeadae sant 

Foaaans m — i aeqaationes diferentiales partiales (S.) mve (9.) f. pr 
solnlas esse n — t aeqaal'onibas fnitis n^ieaatAas a«-*s Coastaales Arbi- 
tnurias qaae ex iis oanes siaial aeqaeaat elhainari, eaedeai soppe^Blabant 
m — t solmiones aeqaattoois dilfereatiaiis partialis, 

ox Bxi ' ox, 

SiBteBMÜlaeCoMteBtesArWtniriMßi, ß, .... ß^ eaiwBqae ex »--tae- 
fortionfti fnitb petutv Taloces per yariabiies «, 9, .... x, exhibki, 

Hb ■efaationifcBw dafewtjatia et oabstitaAis aeqnUoaAw (1.), pro aiagoks 
Fl, #*>, .... #*_« eraiwB aeqoatioaes fciuo—eJ 

ox • * Ott ' d 1 1 

Qme a ecadli Pnpoakiaaeai IL aovae esse ww poaswt ar^riionfi, ae 
qpe DB per ipsas (C) aaiMfieri poleat, quippe CoMtaales Arbilrariaa ß«, 
ß, . •• • ß. MM «TalTaat. L'ade aequatioaea aatecedenles (7.) '«»tHTpaff eaae 
4eWat ideoqae eraa< F„ Fi .... F, aequaiioau (&) sotatiaMi, q.d.e. 
Ideal Bagis dvecte sie patet Sit 

a Fsrß 

ex aeqaalioBHi (C) n a tn o} mae idenlica evadera dabei 
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iom x^,ij w,^9 •... Xn Bubstitaendo yalorm per x^ Xt •^ »^ Xi ex^ 
hjbitaa ipraram aequatiomtin (6.) reBoktioiie provenieotes* Differenlieinr 
aeqoatk) (8.) variabiliom indepeDdeutioin Xj x^ .^..Xi reapectoj obtioerous 
f+1 aequationes seqaeotes: 



dx 



» ^^ + aF dxi^g , JJ[^ dxi^2 ^ ^ , dF d 
dx öxi4.i* dx '^«4+1* dx •••• * dxn* c 

) SS ^^4- ^^^ dxj^i , ^F aapi42 *; ^f ö«« 

9. < dxi • d*r^.i * öxi ' ^xl^ * 5«! **** * dxn*^xi 

n — ^-F , BF dxj^x I dF dxjj^t , fiF 3gn 

Quae aeqoätioaes respeotive per 

moltiplicatae addantor, obtiaeuma ai aequatioaea (6.) ipaia aatiafachHil aequa- 
tionibos (9.) %. pn, 

Cui aequationi ut aatisfiat nihil facere poasant aeqnatioaes propoaitae (6.) 
cum iUa ar Conatantibus Arbitrariis ß^, ß, ...« 0« vacoa ait Unde aeqoatio 
praecedena identiea eaae debet aive aiognlae fouctioDea F erant aequatio- 
019 (5 ) solutionea. 

lu aequationibas anlecedentibua (6.) com aiot Fi, JP,» •••* Fn-i ae- 
qaatioiiis (&«) aolutionea atque ßn ßa, •••• ß„^ Conatantea Arbitrariae, eroat 
aequationes (6.) ipsaram (i.) aequationes iotegralea completae* Qua de re 
ex antecedentibus boc fliiit CoroUarium : 

lll. y, Proponanlur aequationes fiuitae n — i ipaia (9.) 9» pr» satiV 
faeientea simnlque implicantea n — / Conatantes Arbitrarias quae ex iis 
omnea aimul eliminari noo posaunt , eaedem ad aequationum differentia- 
lium Tulgarhini (1.) pertinebunt aeqoaüonea integrale» completas.'* 

Aequationes ipsarum (1.) integrales aliae ab aliis distiagiii possunt uumero 
aequationum integralium quae ex una data per iferatas differentiationes et 
substitutiones aequationum diflerentialium deriventor. Si ilie numerus ipsum 
n aequat, sjstema aequationum ex una proposita derivatalrum totum cousti» 
toit aequationum integralium syatema, sive ipsis satiafacit aequationibas dif- 
ferentiälibus, 

11» 
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m iste nomenui ipso n uunor ea( can-^i, systeom aeqnalkmom e pitqpotifai 
ftMotim MtidU aeqnationibm differeotialibiis parüalibiui (90 S>P^*{ ^ oalUui 
aliam e propottta dedocere licet aequatioiieiDy ea satisfacU «eqoatioiii difle* 
reotiali partiaO 

*c«i • ^dx, ' ex» 

QiMid doceC totem haue ^puiMliooeoi omMaai et »perfeelam ene nisi rioiiil 
caai aequationibm differeotialibi» Tidgwibae (1.) Mtq^ aeqoatione difleren- 
tiaK partiali (10.) in coiisidenUioiieni Temaot n sjatemata qnodaoniodo »ter« 
oiedia aeqnationooi diSereotialiiia partulinoi (9.) g. pr. 

AddMi qne faeile ex antoeedeotSbiui Adt, liaue l^nifotoßoiutmi 

IV« «Propooantiir inter yariabilas of^ Wg .... m^ laquatiooeB n«— t 
qQibos solyMur syatana aequationiiiii diflereotialiiui partudimii» 

vdxi^^ 1^ V dxjLf) 1^ -v dxj;ft .^ T 



y CX» I y dXm t y CXn -mr , 

a&ciantar fllia » — t Mqoaifames finftae totidem CoMtairtHw» ArlKtfrar 
rüa qoae ex Sa oomea nequeaaC dimioari; inter ^puia ai poomitar aequar 
tiooea arbüiwiae n-— Ar (qU Jk>t)f M8 oomea n— i Cooatantea Arbi- 
trariaa ex n—i aeqaatiooibas propoaitit atqoe n — k aequatieoiboa aiw 
Utrariia elimiitando proTeniaot aeqnatioaea s» — A inter Tariabtlea ^i 
^1 .... Xn^ qniboa oontinebitor aobtio ayatematia aefnatioBom difereo- 
lialiaBi parttalinai aeoaentiay 



Korav enioi aini ßi^ ßt •••• ß*-i Gooateatea Arbitrariae qoibaB aeqnatlDiiea 
pr^^oattae aSeinntar, reaolirtkNie aeqaaüooum prodeoirt aeqaationea (6wX ande 
n^k aeqotiooea aribürariaey ipaia ßo ß, .... ß^ aeqoatiommi (6w) ope 
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doniiMitisy abeoiit' io adqoadooes «tHrariM inter fonctioDes Fi , JP« •••« l'Li« 
Uiida liC» elimiiiatioiie proTeoioiiC n— Ar aeqtuUiofies ioter aeqimtioiiUi (6«) 
mlotioQW qoae MOODdoiii Prop. L g. pr. ueqnationibiis diffcrentialibm parCfaÜH 
bos (19.) satia&diuit 

92. 

AeqnatioDes differentialM pwtitle« (9.) %, SO fiu^flUnie io alias nmiaiH 
tWf in qoiboa variabiliiun Sj Sg .... Xn qoaecanqiie n — i pro independeiH 
tibwr, leliquae pro dependeutibiia babentur. Qaippe (aotiim permutatioiie 
Tarbbüiuni opiM est, ipaiaX, X^ .... X^ permutatioiiea aioulea mibennÜbiiSi 
Solaiio euba fBoeralia fradita eioamodi permotatione ood moUtar qaippe 
qoae aon afSoit aeqnatiooea differeatialea mlgarea (1.) t> pr» ^ qaiboa ea 
aoliitio peodet Idem probare licet per romiiilaa differeotiales qoae pro ma- 
tadone yariabHion iodependeotiiini lo dependeiitea, dependentian in indepen- 
dentea habeotor. Quod qoo meliiur perapiciator, i^eneraliter quaeramaa qoae- 
oam evadaot aequatiooea düferenttalea partialea (9.) g. SO., ai ipaarom x^ 
Wi .... x^ foDCtiones e-f-l, 

5f c»> • • • • ©, 
pro variabiliboa iodepeiideiitiboay aiiae n^i fimetioneaf 

0+i> w«> • • • • ^«f 
pro dependentibaa aomootur» 

Sit k uxxm indicom l+l, 14*% •*•• n^ aiqoe a nniu indioiUD 0, 1, 

3fa ■ j&to 9x^^i I j9|> ^ ^xj^ •... + S^.$^ «s 

dfe ( d|i , dit dxi^i , dli Bxj^ , d|i dx,^ , 

dli rdfa , dfe dxy4 1 dfo^ daptft ^^^^ , dfii ^ da?,» 



In altera aeqaatiooia parte ponitor ^ per Xj Xi^ .••. x^f ipeu vero 
^14-19 ^ii49 •*»• ^n per JTt^n «•••. ^< expreaaaa darf) In altera ponitor ^ 
per ^1 ^f •••• iij aingolaayero ^t ^o «••« ^ per o?, Xif .... Xnj deoiqoe 
roraoa xi^tß Xi^j .... x^ per Xf xh •••• X| expreaaaa eaae. Triboendo 
in formnla praecedeote indici a yaloree omoea 0| if 3^ .... 1, iriogobia for* 
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feid^s provooieiited multiplioeniuv raspeotive per X -Xi^ -^it •••• ^^ ^^^^ 
productarma additionem üwtitnamu«. Qiw facto «i advocaiitur forronlac (9) 
S« *0. atqoe poottor pro singulia indicia m valoribus 0, 1^ 2^ •••• "^ 

obtinelur^ 

Si ia hac formula ipsi k (ribuaiiios Talorea i-f-lf t-f-2, ••.. ii« üf»nasi|ue 
3, S| ..•• S» per |, |i .•.. ^» expriinontiir, prodit aystema aequatioatim 
differentialiiim paiiiaiiom qood niiiile est formulariiai (9.) ^20. alqae ex bia 
oritor, ipaaa x^ Xi •••• x^ com ^^ Ci*^.**« £» nmolque fuoctiooea X, X> ••• 
...X^ cum S» Si •••• S,« cofnmotando. Si £»,1^1 *••• & Taria^bos ipab.jr, 
X| ...• x^ led aUo qaocuu^iie ördine aumtia ^lequaotiir, aequitur e (1.) qiM>- 
tiea ait 

ficri 

Unde etian bac ratione patet in formolia (9.) %. SO. quocanqae modo per- 
motari poaae variabilea j^^ Xi .... x^^ ai funetione» X, X ..},. JC^ perinu^ 
tationes ainiilea aobeant 

Com adboc valde iaceaot qoaeatiooes de sfsUmaih äequaitoaum dif- 
ferentialhifn parCüÜiooi liMJtrium primi ordioii, eo maioreih attentiooem mereo 
tar ea qoonun indoiem atqoe luitaram bene perspicere licet , aievli ayate«^ 
aiatia qood praecedeotiboa traetaTi. Coi ea fonaa es(^ ut w qaaqoe eiua 
aequatione unioa tantum variabÜia dependentia diffßr^iitialia partialia invenian- 
tur atqae in direraia aeqaationibos differentialia partialia diveraamm varia-« 
bilinm dependentiiim eiaadem ceapecta variabUia iodepeadeotia auoita eodem 
Coefficieote afficiaotur, variantibiia tenainfoi a differeatiaUbua partialiboa ra- 
coia. £xtat aliod sTstema aequationuBi differeotialiiuu partialiam primi or- 
dinia liueariom propoaiti quasi rociprocaiB> ia quo qeaaique aequatiooem in- 
grediaotor differeotialia parliafia direraarum TartabiÜnm dependentium eioa» 
dem reapectu variabilia indepefideDtn^ aumta, in dtveraia autem aequaüoiribua 
differentialia partiidia eioadem Variabilis depeDdeofid direraarom reapeetu 
variabiliom aitmta eodem Coefficieate affibilnlttr. Qued et ipaomad aeqMi-» 
tionea differentialia^ rdgarea reduci poteat, sed ea mtilto diffieiiior eit te- 
doctio et ad Calcüli Inlegraliar proUematu 
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De MaltiplicatoribQS, qni aeqaationibns difFerentialibus vul^ 
garibus simaltaneis applicati expressionem integrabilejDi 

prodacnnt. 

23. 

Patabalor olioi makum nos proficere in solvendis aequationibus diffe- 
rentialiboa partialibiia iinearibim primi ordiois revocando eas ad integratio* 
ttem 9j8tema(is aeqiiatioaom dtAwrentialiuiii vaigariani. Qnae integratio sem- 
per per »eriea infiuitafi perfici potest sed evolotione in series iofinitaa ettam 
directe soTvi possunt aequationes fllae differeDtiales partiale«, aequaüonidtis 
differeDtialibos ynlgaribus non interveaieDtibos« Integratio aystematis aeqna« 
tioDom differentialium vulgariom etiam fieri potent ope MuUipHcatarum hoc 
est faetorea fnvealigando idoueos qaibus multiplicatae aeqaatiooea diflTeren- 
tialea et addUae differentiale prodacant completmii. Sed ea methodoa ml 
est niai reductio aeqnatfonnm differeotialiom volgarium ad aequationem dif* 
fereritialem partialem. De illb Maltiplicatoribaa aeqoeotia afferans e caaa 
ffimplicissimo anspicatiims. 

Egreifium olim füMJSuleri ioveiitum, qnaenaqoe pröpoaifa ioter duas 
variabilea x eiy aeqaatioue differentiaii primi ordiuia, 

dari Mulliplicatorem qui dextram eina partem reddat differentiale eompletunu 
Etenim propo9i(a aeqnatione differentiaii (1.) ai aeqoatio integralia Conatan- 
tem Arbitrariam a involvena huiua respectu Conatantia reaolnta auppeditat 
aeqoatieoem, 

unde differentiando prodit, 

8. 0~^4T + ^^y, 
babetor Multiplicator JUj per alterutram aeqnationenii 

Aeqaationes eoim (I.) et (2.) proraas ioter ae convenire debent ita nt altera 
per factorem moltiplicata in alteram abeat; nam cum ex aeqnatione integral! 
completa aeqoatio (1.) aeqoi debeat, ex eadem seqoi non potest aeqoaüo 
rfifferentialia ab (!•) di versa et a Constaate Arbitraria vacoa; alioqoio enim 
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dimirouido -^ haberaUir aeqmtio iafer doM iohur quantkaiw ^ et y*, de 



eeqaatioiie iofer Ins quotitalev &% y^ a dedocte, qood tbeordan est Quam 
nmBmIemM primui exeoqilfli aoiiDadTerterat} generaliter eam loem habere 
adhiie fbgit eamoiimi Vimiii poetqoam ad adyta naxime recoodtta Calcidi 
Iiitegralia penetraverat Ita oU aequaüoiieiB ceteberrimaiii, 

J^ , rf^ o 

coBplete integraverit aibi non Tiaon esse ipse fatetw ad eandea iategnüfh 
oen eiiaa per MaltipUcatorem penrenire poaae; mnuhim emm de, wümmir 
9mr6M9e pu^tieseungue aepiaüoms dig^mitioRi inUgraU comple tum con^ 
Hmr€l, ex eo vmUipGcalarßm qmo iUu mUjfraKlu rtiiaiwr candudi poste.*') 
Sdlieet inveota aeqmUioiie int^^rali completa alteram quidem, Tariabilem 
per alferaai et Coostantem ArbitrariaiD exhibere eonaoeveraiit Analjtici et 
hec powebater; ConaUnteai Arbitrariam pro iacognita habere eiosqiie ex- 
pteBiione« per otramqQe Tariabilem ex aequatioiie integrali dkiere erat coa- 
oeptio Dova ab osii recepto remotior et quae hob ita aponte ae dierebat 
Ba tanen aequationia integralis forma qua utrioaqiie variabilia fbnctio qnae 
Conatanti Arbitrariae aequaüa fiat exhibehiry maxime gemuiia ^detors qeippe 
qua forma ai aeqoatio iafegralia proponitar, nollo interveoiente eBmhiationia 
negotio per aolam differentiatiooem ad datan aeqimtiooem differentialen per^ 
veoitar. linde Eulerus illo Moltiplicatorta invento aive qood primoa aeqii»* 
tionem iategralem aob forma iDa geaidne exlabuitt de theoria aeqeatiooQm 
diffweottaliam primi ordiaia inter duaa variabUea inaigBiter meroiaae eenaemia. 

At de exteoaione tfaeoriae Mahtplicatoria ad ajstema doaram aequa» 
tionom differentiaihmi priau ordinia inter trea Tariabilea Bulero non conatar 
bat Etenim pro ro taotnm pnhMB habebat aemper fori poaae ot addi^ 
tione hamm aequationnm per idoueaa faetorea mnltiplicatanmi aeqoatio per 
solaa Qoadratnraa integrabilia prodeat Nam in Inatit CalCi Integr.^>^ 

aeqoatioaia^ 



l'l; «,l ( 
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iDvestigationeui daoram systematnm binornm factomm Ej F et Gj Hy qui 
expressiones 

B(rf«-^)+p(iy-«^), 

integrabiles reddant sea differentialibus dt^ du aeqaales; quippe qaibns io-^ 
ventis docet quantUatem v aeqaari functioni caiounque duarum yariabiliam 
f et Uj 

r SS r :(/ et ü). 

lUoram aotem factorum £, Fj Gj H inveDtionem semper praestari pone 
siH pid^ari ait, noo afBrmatias iöqueos qoia 91 rem probatam haboisset ei 
constitisset de redlictione solutionis aequationis (2.) ad integratioDem com- 
pletam aeqaationiim simoltanearnm, 

dx jv" = 0, dy j^ =z 0, 

de qua tarnen reduetione desperabat. Systematis plurium aequationum dif« 
ferentialium volgarium inter plures variabiles consideratio Eulero minus 
famiUaris fuisse videtur^ qnamvis passim in qnaestionibus Meebanicis atque 
Isoperimetricis ad eiusmodl systemata duceretur. Qua dere etiam iis tan- 
tom casibns nexum aequationum ^fierentialinm partialium primi ordinis cum 
aequationibus differentialibus vulgaribus perspexit quibus aequationes differen«» 
tiales vulgares primi ordinis inter duas variabiles considerare sufficiebat 

Est iUustrissimi Lagrange meritum quod proposito systemate aequa- 
tionum differentialium vulgarium, 

4. dfa?|— ^dfx = 0, rfar,— :^rfa?s=0, .•.. dx^ — ^dx^O, 
aequationes integrales completas primus exbibuerjt sub forma aequationum, 

quibus assignantur variabilium Xy x^ etc. functiones a se independentes fiy 
/a •••• quae Constantibus Arbitrariis aequandae sunt Haec forma sicuti in 
casu simplioissimo unius aequationis ab Eulero tractato, praedara gaudet 
proprietate quod sola differentiatione nuUo interveniente eliminationis nego- 
tio Ck>nstantes Arbitrariae abeant. Unde fieri debet ut singulae aequationes 
sola diflferentiatione e X9,) provenientes, 

dft = 0, dfi^^O, . . . . dfn^ 0, 
identice obtineantur ex aequationibus proposiiis (4.) per Caotores idoneos 

CftUe'f JovMl d. H Bd.XXUI. H&l. 12 
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moltiplicatifi et additts. GeneralUer eoim aBserere licet ai ex aeqoatioBibiui 
integralibus completis qaaecunqae deducia ait aeqoatio^ 

iB qaa A^ A etc. sunt ipsamm or^ a^g etc« fuuctiones a Constandbus Arbi- 
trarii9 omniDO vacaae, eam neceaaario prodire ex ipsis aequationibua diffe- 
reutialibufit propositia (4.) per factorea idcaeos maltiplicatia et additia» Nam 
cum soppoDator ex aeqoatiooibus iDtegraiibua completis aeqni et aeqoalioiies 
differeotialea propomtas (5.) et aequationem {B.)j ex iisdem proveuire. debet 
aequatio, quae obtiaetur substitueodo aeqaatioaea (4.) iu aeqo^tione (6.), 

qaae com ait a Conataatibos Arbitrariia vacuai tdentica eaae debet, quia ex 
aequationibiia integralibus oompletia nalla aequatio a ConstaotibQa Arbitimriis 
vacua niai ideotica dedaci potest. Ubi aatem ideatica habetur aeqoatio (T.), 
aequationem (6.) sie repraes^entare Ifcet, 

quae prodit addendo propositas (4.) ^r A^ Aij •..• A^ amltipUcataa. 

Propo»to sjstemate aequationom differeutialima volgarium (4.)9 ioter- 
dom ipsa aequationum inspectione auccedit eioamodi Muitipiicatorea detegere 
quae aequationem producant e qua per solas Qoadrafuras obtineätun Inte- 
g "e aequationom propoaitamm , /* =s a, ubi /* aolutio erit aeqoationia diffe- 
rentialis partialia, 

Qua re videri poasit boc reapectu artem solvendi aequationea differenlialea 
partiales (8.) per Lagranjfianam reductiobem ad aequationea differentialea 
vulgares (4.) promotam eaae. Sei observo conaenaom utrioaque proMema* 
tis, solvendi aequationem (8.) et indagandi Muitipiicatorea Mu M^^ .... M^ 
qui expressionem 

integrabilem reddant abaqoe consideratione patere aystematis aeqoationom 
differentialium vnigarium simultanearum (4.). Unde ante illam hagrangia^ 
nam reductionem delectam ad solvendam aequationem (6.) istorom Multipli-* 
catorum usus esse poluit atque fuit, ubi e \qqo Fsuleriano citato intelligitur 
aliisqoe fere omnibus exemplis quibus Euferut solutionem assecutua est 
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Uirmiiqiie anteoi problema plane ideni esse oo j^et Propodia aeqiiatioiie 

linde erity 

Qoa de re poscitur functio f pro qua simul babeatur^ 

. l df SS' Mdx + M^dxi + M^dx^ .... + üf« rf^»» 

Qoerom aeqaationum alteri sobstitoi potest baec, 

e qua patet iDTenta fxiocliooe / simol haben Moltiplicatores Mi^ M^ etc. 
qoi expressioneni (9.) differeotiale completum sea integrabilem reddant. Vice 
versa datis Ulis Mnltiplicatoribas M^ etc. qui expressioneni (9.) differeutiale 
completam efficiant dfy determinetar qaanlitas M per formolam, 

12. 31 = M^X^'\'M^X^ .... -^MnXn . 

habetur fbnctio proposita f pro qoa aeqaationes (10.) simul valent ideoque 
solotio aeqaatiODis differeotialis partialis proposiiae (6.). 

Ipsins / loco 81 poDuntur aeqoatioois (8) solutiones n a se indepen- 
d^e9 fn ft « * • • fnj videmus extare n dlversa Mulliplicatornro systemata, 

ita coRiparata nt expressiones 

diSerentialia fiant completa earamqae integratioDe prodeant n faoctioDes fi 
a se invicem independentes. Quibus ioventis faoctiouibus assamtaqoe eorom 
Iboctione arbitraria, 

n(A, n ..../;), 

Imbetor expressio generalis systematis Mnltiplicatornm per formnlas, 

^» = ^^»+^-«- •♦•• +^^» 

12* 
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Qoippe quibos valoribus substitotis prodit, 

M,[dx,-^^}+M,[dx,^^^] .... +M^{dx,^^] 

Quod analogum est üa qoae de suo Mulliplicatore Eulerus 



InveDiis Huhiplicatoribas Jf 1 , M2 etc., e quibosüf per fornmlam (12.) 
S- pr. obtinetar, resUt ot fanctio f ex aequatione, 

1. ^f^^ Mdx -^ Midxi .... Mj^dx^j 
in qua dextra pars est differentiale eompletom, per Qnadratoras detemioe- 
tor. Qood modo naxime generali per hanc regulam fit 

Sit x^i fimctio quaeconqoe yariabiiiom x^.i, jr^., •••• or» ita nt :r^ sit 
fanctio variabiliom x^ x^ .... x^y porro a^ yariabiiiom x^j x^ .... x» etc. 
qoaVbet banni fanctionnm qnas prorsos ex arbitrio somere Ucet, 

* f ^f • • • • X^j 

involvente nnmemm variabiliam nnitate nunorem quam proxime antecedente, 
postrema afl designante Constantem. Cbi ainud ponontor aeqoationes, 

Tm. X ^S X^ ^ Xi S^ Xi. .... Xf,^^ CS X^,^ j 

abennt x^ Xgy .... Xj.i in ipsamm Xi^ ar^i, •... x« fiiactioBeSi qnaa de- 
signemos per 

9. X 25S Jp^ ^ Jpg SS5 iC| . • . » X{^f SS X^i. 

Sobstitnendo in ipsis My Mg etc. valores (3.) foroentor ipsanun Xi^ Xf^u 
.... x^ fanctionesy 

erit foncUo qu^ita, 
5. /-Consians -^fMdx+/N,dx,+/%dx, .... +/N,dx,. 

«• X* X* #• 

Demonstratio bnios regnlae baec est Abeat f per (S.) in ipsaram x; 

Xj44 ••.• X» fonctionem, 

6. /• = n 

erk e (1.), (4.): 



i» C. 6. /« JacoH^ Dilueid. de aequat. Uff. vutg. ijfrtem. 93 

E notatione adbibita patet ponendoy 

abire f^'^ in f^'\ üiide erit e (?•), 






ideoque^ 



OTi JT« J?jy 



O O O • 



q. d« e. Ipsa /*("~*'^) est CoDstans Arbitraria addenda functioni qaaesitae /• 
Quam fhoctionem per n-j-l Quadrataras determiDari videmus, quarum quam-- 
que seorsim exequi licet. Si quod est simplicissimam pro limitibus ioferio- 
ribos jp% xl etc. CoostaDtes samuntori fit e (4.): 

siqoidem in Mi ipsis jtr, jr^ •••• xi^i valores coDstantes. 

subslituuutur. 

Repetam etiam regulam quam eadem de n CeXeh. Lacroix inmaiore 
Opere de Calculo Integrali tradidit. Faciamus faoctiones M^ Mg etc. ex- 
hiberi nt aggregata productorum quoram singuli factores nnicam yariabilem 
involvunty sive baec sit ipsarum ilf, Mi etc. genuina forma sive per evo* 
lutionem in series iis coucilielur« Statuamus porro si de illa ipsios M ex* 
pressione omnes reiiciantur termini ipsam x involventes remanere expres- 
sionem iV^, si de expressione ipsius Mi omnes reiiciantnr termini ipsas x^ 
Xi involventes remauere expressionem N^ et ita porro: erit 

J{MdX'\'Midxi'\^M2dx2 ....+M^dx^] = 

y^Mdx+y^Nidxi+y^N^dx^ ...^+j^Njx,y 

integralibns ad dextram ita sumtis ut siquidem simili exbibentar forma qua 
ipsas supposuimus üf, Mi etc. exliiberi, ipsum jMdx nolliuii terminum ab 

ipsa X vacanm ac generali ter ipsum INidxi noUam terminum a variabili 
Xi yacnom implicet. Demonstrationem band diflGcilem praetermitto. 

Si ipsas Mj Jfj^etc. secundam positivas ipsarum x — jp% x^ — x] etc. 
potestatea evolvere licet, designantibos a?% x\ etc. Conslantes, conveoit illa 
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regnia cmi nostrsy siqaidem in bac limkes lofaricrea oomes 4B(aimiitiir 
Constentes. 

Si formola (!•) locom habet, pro binis i et A fit 

Yioe versa si ae^oatiooeo (8.) valeant foraralam (1.) hab^ rio patet Ponatnr 

9. P z=y^Mdx, 
erit, 

Sir dac dx^ ' 

dP 

nnde expreaskmeia Aff^^ — TarnJHlia it non affic^ Hlnc poaito, 

10. p.=/(ji.-^)a... 

iat^rrmle Pi et ipsm a variabBi » vaemni tt, «nde fit 
porro babemr e (10.): 

cx^ dx^ * 

afl»at Twiahies x et jti. BBoc po«t«, 

... p. =/(«._ i^>)*^. 

ialq^rale Ps ^ V^hi a TariabiUbos ir et jt^ Tanoai BL Hae ratioiie per- 
geado > probatv, posilo 

linCDOMS "i • Tmiflass jp. x, .... jri_( tsous esse. laTeaüv J*» 
foctioMa viiIrISm «i, jvh •••• «, ^siw «j reapecto iate^gnado, ^a» 
M re caTcre 4efceaas ae iategrafi adumtmt qaasi OMslaas AHbknria ez> 



* • 



• •• • 
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preMioneiii quamconque integrali adiicere licet, aive pro limite inferiore in- 
tegralis cui ipsum Pi aequatar saniere licet variabiliom xi^x^ xu^ij ••• 
• « . jp^ Amotionem arbitrariam ipsas Xy Xg ...• xu non implioantem. 
Eratis P^Px .... P^j fit 

13. f:=P+P, + P,....+P,. 

Ex bac ejum formala aequitur quia functiones Pi^.t9 P|^ etc. ab ipaa xi 
v^^ae sunt, ^^ ^ acP+P. ....+ft>«) . ih 

ideoqoe com äit e (12.) 

fit, 

Uode fit, 



q. d. e. Antecedeutibas qooque cootioetor metbodos inveniendi fanctioDeiii f 
e dato differentiali eins completo 

df =s Mdx + MidXi.... + Mndx^. 
Qnae tarnen methodns ita comparata est nt n-f-1 functiones JP, Pf ....Pi 
per Qnadratnras inveniendae aliae post alias indagari debeant, vel nisi Qna^ 
dratoras exequanrar per integiralia niiiftli/iiicia exbibendae sini 

2& 

Qnaeramns Multiplicatomm Mu M^ etc. expressiones per series in- 
finitas. Qnae obtineri possunt e seriebus infinitis quibns $. 7. evolvi soln- 
tionem /^aeqnationis, 

Bx • OX^ ■ OXn 

Expresisiionem enim ipsins / loco citato inventam differentiando ipsamm x^ j 
Xt *••• Xn respecto, babentnr Hnltiplicatores^ 

Sed 4Bagis directe baec res absolvitnr per aeqnationes differentiales parüa* 
les qnibns Mnltiplicatomni systema satisfiftcere debet Incboabo a Mnltipli- 
catore Euteriano. 
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Proposita aequatione» 

Mulliplicator M qui dextram partem differenliale completom äf efficiat^ aa- 
tiafacere debet duabas aeqoationibiia^ 

unde fieri debet 



^^^ ar~ ^ aa? ^'*' dy *^ ar 

Ut evolutio maxima fiat generalitate, eligator ex arbitrio fonctio u secim- 
dam cuias poteatates positivas iiitegraa evolatio procedat, ita ut sit, 

2. ilf = A-^A'u^A'^^A'':^^ etc. 

Ad Coöfficientea A^ A' etc. alios ex aliia inveniendo atatuo, 

pori^o 

Sabstitata aerie (2.) pro Multiplicatore M poaita in aeqoatione differentiali 
partiali (1.) qua M defioitor, aeqaitor Coöfficientes aingolamm potestatom 
ipaios u nihilo aeqaaodo, 

3. V.A! = \A\, V.A*' = {A% V.A" = \A!'\ etc. 

Qoibus formulia e termioo . primo A ex arbitrio annito seriei propoailae CoSf- 
ficientes A'^ A' etc. reliqoi omoes determioantur« SiU's^x sive u =s dP— o^ 
designante a qaantitatem aliquant constantem, fit 17ssl. 
Propoaito sjstemate aeqnatfonnm differentialinm, 
dXi — Xiäx = 0, dx2 — X^äx s= 0, . • . . dx^ — X^dx =: 0, 
in quo brevitatia causa posui X=s 1, Multiplicatores üf 1 9 Ufa , •••• Jf « fun- 
ctionis alicuius f fieri debent differentialia partialia ipsarum j?i , X2 •••• x^ 
respectu sumta; porro posito 

fieri debet M eiusdem functionis differentiale respectu ipsiua x aumtonu 
Unde designantibus x^ xi binaa quascunque variabilium op, Xt •••• jt«/ 
i debet 
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ffis igitur coDditioniboa satisfacere debent series infioitae io qnaa MoUipli- 
catores evolvere propcfloi, et vice versa illae obi coDditionibaa (5.) aalis* 
faciont anmi posaunt pro Multiplicatoriboa propoaitia Mi^ M^ etc.; vidimus 
enini % pr. ai aeqnationea (5.) locvim habeaot, dari integrale expressionia 
differentialisy 

M dx -{- Midxi-l- M2da:2 .... +Mndn^j 

aive eaae bane expresaionem differeutiale completnm. 
Statoamiw 

deaignanfe a Conslantem. Jndici t valores 1, 2 •••• n tribuendo e for- 
mula (6.) proveniant n Multiplicatores propositi M^ M2 • • • * M^, Per 
ipaiun A^'^^ iudice inferiore itoo affectum designemua expreasionem, 

erit e (4.): 

Ut aatiafiieiamua conditionibasy 

aa?4 ö« * dx^ da: * • • • • ^^^ dx 

aive 

10 ^^ = — * 

dx^ dop 

anbatituainoa in (10.) formolas (6.) et (8.) atque aingnlamm ipsiaa (x — a) po* 
teatatum CoSfßcientea nibiio aeqnemos. Hac ratione nancisoimar aeqaatio* 
aea inter Coefficientea serieram propositarom sequentea, 

Haec formnla dooet quomodo inventia. 

Am) Mi Am) 

XMi j .A] j • • • • XMft f 

atqoe per eos determinato A^^ ope formnlae (7.) 9 determinandi aint CoSf* 
ficientea proxime inaeqnentea, 

Unde omnea evolationam propositarom Coefficientea determinantiir e prioiia 
terminia^ 

Qoicunqae sint illi termioi sl reliqni CoSfficientes per formnlaa (11.) ex iia 

<Mle*t Joanud d. IL Ba.XXÜL HflU 1. 13 
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determinaninr, series pro ipns ilf| , ilf, , • • • • ilf„ proveoienfm conditioDi^ 
bas (9«) satbfaciunt 

BeliqaQDi est ot series iDfioitae propoaitae satisAieiaDt eonditiouibu«, 

.^ BMi dMk _ ^ 

in quibas i et k hinoa quoscunqae iodicum 1, 2 •.•• it designaDt; nam 
conditionibas pro quibas alter index est o sive deficit iam satiafactimi est 
In formola (11.) ponamos k iudicis f loco, habemas duas aequatiooes, 

E qoibaa Sequilar, 

./a^'"' a4"^\ 

51 I ■ «aBi» ■ ' ^ ' '— SS55 ■ ■ ■ «»i^— ■»»« ■ ♦ 

^j^ dop^ dx ' 

Unde faciie patet posito, 
fieri 

5ap;^ 3a?£ Öä"» * 

Hujus formulae benefieio e doabas aequaüoiiibus, 

jw, « j, ~ ju*~fl) + uir ^i^f;^ ~ ^r ^-f=^' + etc. 

M, « J»- j;(*-a) +4;'<-^' - Ji"^^5^ + etc., 

haec sequilur, 

.- dMi dMi _ ^ ajv, «^ • a^/y (x— «)* .^ 

Series ad dextram secundam theorema Taylorianiun aequator valori ipaiiis 

jV pro flp» a, unde si formulae (10.) locani habeot expressionem, 

dMi dMk 
oxj^ dXf ' 

variabilis x non afpAU 

Docent formulae (15.) oonditionibufli (12.) satisfieri si pro binis qui- 
bnslibet i et Ar evauescat TU sive secondom (18.) primi evolutionam propo- 

sitamm termini, 

^i> 4if • •• • • A^^ 
fonetionis arbitrariae fiaot differentialia partialia ipsarom x^^ »%.... x^x%^ 



speotQ samta. Qnae fonctio ipauun qmoqae x si placet involyere potest. 
Qooties igitnr termini evolatiooiini propoaitarom priiui, Aiy A^^ •. . . A^^ 
foDCtionifii arbilrariae differentiaUa partialia sunt ipsamm Xi^ X2 •••• x^ re- 
specto aumtai atqoe ex iis Coöf&cientes inseqaentes, 

•«1 > ^2 y • • • • -^ 9 

per fornmlas (11.) et (7.) alii post alios determioanfnr, omnibua conditioDi- 
bu/s satiafactum erit iit series infinitae (6.) exiatant Maltiplicatores propositi». 
ADtecedentibas evolotioniun propositarom auxilio probatam est, quo^ 
ties locum habeant aequaüones (9.), 

Bx^ dx ' dxl dx * • • • • ^^^ da? ' 

expreishMs omnes kmusmodiß 

dMi _ dMi 

Sx^ dx^ ^ 

variabUi x vacare. Idem sine allo aerierom infinitaram adiomento patet ex 
aeqoatiooe identica, 

\dx^ dxff \ dx dx j \dx. dx) 

ex • vx^ ■ CXj 

Dt conditionibus (15.) aatiafiat oon necesse est nt qnod antecedeo- 
tiboa aapporai quantitates iV identice evanescaat; nam cum expressio qoae 
evaneacere debet, BMi BMi 

Bx^ Bx^ ' 
aeqnatnr Talon qaem N pro o? =s a indoit, sofBoit terminoa A^y A^y ..•• A^ 
ita determinare ut quantitates N omnes pro or = a evanescant neque diffe* 
rentialia ipsamm Nj variabilis x respectn sumta, pro eodem valore x =:a in 
infinitum abeaot. Qua de re desiguante H variabilinm Xiy X2 .:.. Xn functio- 
uem arbitrariam, termini initialis Ai valor maxime generalis forma gandebit^ 

*«• ^* = ||+JP;(^~ö)+i^'(^~ar + etc., 

ubi pro Omnibus Coäfficientibus JF^ 9 PI' etc. functiones variabilium o^i, jr2 • • • 
*.• Xn süüd possunt prorsus arbitrariae. Illis enim ipsorum Ai valoribus 
positiS) ac designantibus 1 et k binos quoslibet indicum 1, 2 .... n, patet 
fieriproorssa, 

CXj OXf ^ 

quod poscebatun 

13* 
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U. 

Dewgnanfiba» • et ÜP binos qnoslibet indicai 0, 1, 2 .... ji, haben» 
ter i!iü^bl> expreaskwb hmMMdi, 

qoM breyiUtifl etwa pOMBWi» 

Plorunom iotemt onnimodis peracnitari Tariaa expressioonm {ik) Proprie- 
täten Dexomqae qvi inter eas intereedit Qua de re bic qoaoivte alieno loco 
agam paocia de nomero aequatioom finitanun qoaa iirfer ^naalltatee (tft) 
propooere anfBdat ot conclodi posatt onoea evaaeaoere» Qoeoi aaisenua 
iDveDi ipaofli Sn — 1 non egredi. 
Habetur aequatio identica, 

E qua aeqiiHiir Lemma, pioiies simul sii, 

(•*) = 0, (i7) « 
^#tfm (Jt/) viuriahiK Xi vacare; qao Lemmate iara S«pr, woa sum. Haiua 
Lemmatia ope facile aequens probat or Propoaitio: 

Tariabiliom ^, Xi •••• x^ fanctioiiea qoaecunqae ea sola conditioDe cir- 
comacriptae ot neqae oauiea a variabili Xi^g yacoae aiot nee niai omni- 
bns Oy a^ .... a^^ evaneacentiboa ioter eaa existat aequatio linearis, 

in qua Coefficieotea a, a* •••• a^'^ Tariabili xi^ Tacantt ai habentor 
inter qnantitatea (ik) aeqoationea 2n — 1, 

(01) = 0, (12) = 0, .••. (»— l,ii)e=0 

(02) = 0, (03)+M(13)«Ö, (0*) + X;(l4) + \;(24)=:0, ... 

ennctae — ^— ^ qnaatitates (ik) evaneacere debent." 

Eteaim aeeoadam Lemaui propositnm aeqoitor ex aeqoatiooibns, 

(02) = (23) = 0, (12) = (23) = 0, 
et (03) et (13) variabili X2 Tacare; nnllam antem anpposui dari aeqaatioiieoi« 
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fii quäa et af Tarttbili Xt vacant, nisi et a et a' evaiiescaot^ onde ex aequatioae 

(03)+\;(13) = 0, 
eeqiiitiir. 

(03) =a (13) = a 

Simili modo ex aequationibas^ 
(03) = (34) = 0, (13) = (34) = 0, (23) = (34) = 0, 
seqoitur aecuodum Lemma appositom expresaioaes 

(04), (14), (24) 
▼ariabili x^ vacare. Unde ex una aequatione, 

(04) + K;(l4) + \r(24) = 

seoQODtar tres, 

^ (04) = (14) = (24) = 0. 

Sopposnimiifl eoim iuter qaaotitates hfi et }C^ nullam locom habere aeqaatiooem, 

a+a \i + a"Ä4' = 0, 

in qua omoea o, a\ o!' variabili x^ vacant nisi o, a^ o!' omnes evaneacant 

Ac prorsns aimili via aliae posl alias omnea demoustrantar aeqaaiioiies pro-- 

positae, (t Ar) == 0. Si placet exemplom, addam Corollarii instar Propositio- 

oeniy quoties habeantur 2ii*-l aequaüones, 

(01) = 0, 

(12) = 0, (02) = 0, 

(23)«feO, (03) + jr2(13)=:0, 

(34)«0, (04) + a;3(14)+x,\24) = 0, 



(ii-l,ii) = 0, (0,n) + ap^,(l,i») + ^:.,(2,»).... + Är:::Un— 2,fi) = 0, 
cunctaa (ik) identice evanescere. 

De transformatione systematis aeqaatioHaiii differentialiam 
Tnlgarinm inter piiires variabiles in anam aequationem 

differentialem inter daas 



27. 

Sub finem systema aequationum differentialinm vulgariom primi ordiois 
inter plnres variabiles propositaram ad unam aeqnationem diflerentialem inter 
doas variables revocemns. Eaedem formalae etiam aeqnalionis differentialis 
partialis linearis transforaiatienem memorabilem snppeditant a qua incboabo. 

Designetur rarsns nt supra per symbolum [F} expressio^ 
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atque ex arbUrio binae eligaotur fanctiooes ii et r pro qoaram altera v noo 
Sit ideotice^ p p a 

Qaibus positis, aliae post alias determioentur expressiones u\ uf\ uf" etc» etc. 
per formulas, 

1. [11] = [r] • ti', [w'] = M.ii^ \fi!'\^\iö\.u'" etc. 

In functionibus u'^ u" etc. successive formandis pergamas uaqae dum per- 
veniatur ad fuoctionam vS"^^ quam per aiitecedentes 

V, tl', II" • . . . v^'"-*> 

ipsamque v exprimere licet, ita et ideotice babeator, 

2. f^^^ = a(r, II, tr^ . • . ii^'-^>), 
ioter quantitates antem, 

noUa extet aequatio ideotica. 

Sit f qoaecuoque ipsaniiD r, ü, u'^ .... u^'^^^ fanclio, erit 

|£ =. gA |i + (|A |Jt + (|£) 1^ . . . . + ( «O «S!=l' . 

dx^ \dv/ da:. ' \du/ öx^ * \du'/dx. ■ \du^* *>/ dx^. 

Differeutialia partialia fuuctionis ipsaram r, n, ii^ •••• ii^"*^^^ UDcis 
inclasi quo distiDguantur a differentialibus partialibus ejusdem fuoctioois per 
variabiles oet, oc^ .... x^ exhibitae« Multiplioemoa formalaia antecedentem 
per Xi atque indici i tributis valoribns 0, 1^ 2, •••• n additiooem institua- 
mos, prodit ejecnndom notatiouem osurpatani, 

in = M(§f)+MgD+M(ii;)....+t«'-']y^,). 

Quae formula propter (1.) io baue abit, 

= w{(i9+»'(io+."(i^)....+«'->k^o. 

qua in formula est vS"^^ secuodum (2.) data ipsarum VjU^n' .... «(""-o fanclio. 
Pro ipsa f si sumimus quantitatum r, fi, u' • . . • u^'^^^ functiouem 
quae aatlsfaciat aequationi dlflereutiali partiaU, 

* <' = (§f)+«'(lö+«'"(l^)-; + -"'(s^). 

eadem fuuctio per variabilefi dr, ^i . • • . Xn exhibita aecundum (8.) erit so- 
lutlo aeqnatioois 

6. 0-l|/+Z.#.... + X^. 



Com r^ if, «^ .... ti<"^i) 8int m+1 funcüoiie» a ae indepeiidaatos 
n-f 1 varijJ)jUiiai je^ x^^ .... x^y eyenieC tantum pro fiiuotionibos m |nii>> 
(icularibM ot intar qMUD r t^que fiioctioniim Uj u* e(o% numenioi minoren 
qoaa tt extet «Oquafio ab omntbos x, jti, ••«•.^h Taoua. In geoere atque 
pro- iuiiaieris fimctiottibiis ti erit mcsn qao casa enint qnaniitatea a se 
ndeposdeates v^^m' .... ti^"^') eodem namero atque variabiloa ^» Xg ..» 
• .. Xn ideoqae qaaelibet ipsaram x^ Xg • • « • x^ fanotio f pro ipsaram t^i ti» 
^ •••• ti^*^) fbnctione haberi polest. Eo igitor oami aequatio (3«) pro 
qnaeoDqiie fbnctione f valet. Dnde etiam patet innameri« media aequationem 
diffarentialem propositam (5.) transformari in aeqnationem (4.). Quae 91 pla* 
oet pro Bimpliciore baberi potest, qnippe in qoa CoSfficientes quibna difle- 
lentialia partiatia muUipIicantar praeter vaam omnea aunt onitaa ipaaeqne 
▼ariabilea ind^endentea. 

Si 0i<^it, non qnadibet aeqnationia (5.) aolntio erit etiam aolutio 
aeqoationia (4.); neque euim omnea variabiliam x, Xg .... Xn ftinotionea ex» 
primi poternnt jfer x^ u^ u^ .... u^'^^\ Sed docent antecedentia omnea 
m aeqnationia (4.) aolotionea etiam eaae aolntionea aeqnationia (6.). Illia 
m aolntionibua nna com variabilibns jr, x^ .... x^^„^ aumlia pro variabilibua 
iodependentibna, aecundam %. 4. abit (6.) in lianc aequationeni 

in qna illae m qnantiiatea pro Conatantibna babendae aunt. Cuiua aequa- 

tionia aolntionea n^^m jnnctae m aolutionibna aeqnationia (4.) auppeditant 

aolutionem aeqnationia (5.) generalem. Quotiea igitor habetur fonotio u pro 

qua fit m ^ n aequatio differentialia partialia propoaita ad aliaa aimilea re- 

Yoeari poteat minorem variabiiium numerum implicantea. 

Si proponitur ayatema aequationum differentialium vulgarium, 

6. dx : dxg : dx2 •..• dx^ ss X: X11X2.... X^^ 
fit 

Dnde aequatio identica (2.) in banc abit aeqnationem diflerentialem vulga- 
rem m^ ordinia inter duaa variabilea fi et r, 

q«am ^iam aic eiLbibere licet, 

%. dvxduxdnf ....dvt^^xdvt^"^ = \.u' \u'' ....ti^'^.Q.. 
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Aequationum (9.) sint lotegralia, 

desiguantibus (Pi etc. ipsaram r, ii, tf^ . . • . if^^^^^functiooea a CoostaDUbmi 
Arbitrariis ß^j ßi •••• ß^ vaeaas. Quae funetiooes (Pi, (p, .... ^« erant 
aolattones a se iüdepeodentes aequaüonia differeoüali» partialia (4.) ideoqoe 
ex aotecedentibus eliam aeqaationjs (5.); oode aeqoationea (10») ipaanun 
qaoque aeqqationnm differentialium vnlgarioiii (6) Integralia mmt. Si m ss n 
quod in genere atque ionameris modis fit, ea ratiooe babeotar coDCta aequa- 
tionum (6.) Integralia aive earum integratio eompleta; nnde innumeria lao* 
dia, pro variis variabiliuni x^ Xi .... Xn functiouibua u electia, revooatar 
ajratema aequationum differentialium (&) ad unicam aequationem differentia» 
lern fi^ ordinis inter duaa variabiles u et v. Si vero einamodi fbnctio ti 
inventa est, pro qua fit m <^ n aequatio differentialia inter duaa yariabilea ti 
et V tantum ad m^"^ ordinem ascendit, aed eo casu inauper integrandae aunt 
aequationea differentiales, 

11. dxidxi .... dx^^ = XtXi .... : J^,.^^ 
ubi in dextra parte, aequationum (10.) beneficio, erprimendae aunt J[^ Xg etc. 
per 

Xf Xi • • • . ^n— m 9 Pi 9 P2 • . . . Pm ♦ 

Aequationes (11.) cum et ipsae per metbodum modo traditam ad unam aequa- 
tionem differentialem n — nC^ ordinia inter duaa variabilea revocari poasint^ 
videmus tu m<^n redire aequationea propoaitaa (6.) in duaa aequationes 
differentiales vulgares inter duaa variabilea resp« m^ et n — m^ ordinia, alte* 
ram post alteram integrandam. 

Regiomonti d. 12 Jul. 1841. 
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2. 

Ueber die Summation der ohne Ende fortlaufenden 
harmoniseh- periodischen Reihen und fiber die 

CO 

Reduetion des Integrals fy («n ax.coaix)—, 

(Von dem Herrn Prof. J. L. Raabe zu Zärich.) 



1. 

Jm fonfzeboten Bande dieses Jonrnab and später in meiner DüßM^nsial- 
und Integnürechnang mit Fanetionen einer Yarxabeln beschäftigte ich mich 
mit der Sommation der ohne Ende forilaofenden periodischen Reibe 

Hl +«ajr +a3jp' +*4^ +•••• + öpjr^'"^ 

+ • • • • » 

an der aulsersten Grenze ihrer Convergenz, nämlich, wenn x anendlich 
nahe der positiven Einheit kommt. Mittels des Ergebnisses dieser Sum- 
mation habe ich hierauf das bestimmte Integral 

fiP(9inaiXy mna^Xf •••• cosiijr, cos^tdr, ....)dxy 

wenn dessen Werth endlich ist, von einem anderen abhängig dargestellt, 
welches dieselbe untere und eine endliche obere Integrationsgrenze hat. 

In den folgenden Blättern werde ich in ähnlicher Weise zuerst die 
Summation der ohne Ende fortlaufenden Reihe 

die man harmonisch 'periodiscüe Reihe nennen kann, für den aulsersten 
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Grenzwerth ihrer Coiivergeiiz, der der Annabme x = l entopricht, voll- 
ziehen and milteb des Summen- Ausdruckes das bestimmte Integral 

/ ^(sinajr, cosJa?)~ 
einer der oben erwähnten ganz ähnlichen Reduetion ant;erwerren. 

g. L 

Suromation der harmouisch - periodischeD Reihe (I.). 

9. 

Die harmonisch -periodische Reihe (f.)» die, wenn ai, iTj, a^^ .... a^ 
nicht unendlichgrofs werdende Werthe vorstellen, wie aus dem Verfolge 
dieser IVr. erhellen wird, fiQr alle Werthe von x^ die numerisch kleiner 
all» die Einheit sind, zu den couvergenteu gehört, werden wir unter der 
Annahme, x nähere sich ohne Ende der positiven Einheit^ zuerst in Rücksicht 
auf Convergenz untersuchen und hierauf deren Summation au^fAhren. 

Stellt man, wenn x noch als allgemeine Grofse auftritt, die Summe 
dieser Reihe (1.) durch y dar, so hat man, wenn ilie zu demselben Index 
von a gehörenden Glieder der Reibe in horizontalen Reiheii zusammen ge- 
bracht werden, folgende Gleichung: 

"*■ x N 2 '^" p + 2 "*" 2/i-+.L> "^ :ip + 2 "T- • • • 7 

■^ > V~3""*'/i-f 3 ■*" 2y^+3 "** 3/1+3 + ••••/ 
+ 



oder auch 









+ 
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Man hai aber« für all^ Werthe toh z^ #o numejriach kleiner denn die Ein- 
heit sindy die Gleiohbeit: 

daher stellt srich die Samme der harmonisch - periodischen Reibe (L)j oder 
der Werth von y, durch folgende Gleichung dar: 

und da dieses bestimmte Integral, wenn or <I 1 iit» einen endlichen Werth 
darbietet (Ir.lII. 1^. 106» und 107. '^))y so ist auch die harmonisch - perio- 
dische Reihe Für dieselben Werthe von x eine convergente Reihe, deren 
Summe die Gleichung (IL) darstellt. 



Nunmehr wenden wir uns dem Hauptgeg^nstande dieser Abhand- 
lung zu, nemlich, den besondern Fall eigens in Betracht zu ziehen, wenn 
X ohne Ende gegen die positive Einheit convergirt. 

In diesem Falle hat das bestimmte Integral zur Rechten in (II.) nur 
in so fern die Bedeutung einer mathematischen Gröfse, als der Ausdruck 
(Ir. HL Nr. 105. und 1060* 

der beim unendlichen Abnehmen von re in folgenden 

~ («l + «2 + «J + A4 + • . . . + Ö/>) 

P 
übergeht, entweder als uneudlichklein werdend, oder als Nullwerth sich 

herausstellt. Besteht sonach die Bedingungsgleicbung 

!• — (fli + Ä2+Äi+*«** +^/>) =* oder =0), 

wo Oü eine unendlichklein werdende Gröfse vorstellt, und deutet man den 
sich nun ergebenden Werth von y durch y^ an, so hat man folgende Glei- 
chung zur Bestimmung von yii 

«. yi — y y:z^ — az. 





^) So oft ich im V*erlaufe dieser Abbaadlnng moiue Differenaial- und lotegrtl- 
rochnung mit Functionen einer Variabein citire^ werde ich, *wenn die Citiitlon die In-' 
tegndrechnmig betrifft ^ solche durch Ir. andeuten. 
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Es erflbriget uus wuadi sor Tolbttadigan SomiiiatioD der harmoniwh - pe- 
riodischen Beilie (L)> wenn lo derselben die nllgenieine Grölse x unend«* 
licli nahe der positiven Einheit angenonunen wird, nor nodi die Ausmitte- 
lung dieses bestiromten Integrals; was in der folgenden Nr.^ bei Zn- 
gmndelegung der Bedingmigagleichnng (1.) voUsBogen werden soIL 

4. 

Nach Ir. IL Nr. €& Gleicfanng (91.) hat auui, wenn daselbst x^ in 
M 3nd M in 2ii+l verwandelt wird^ die Gleicfanng: 

p 

wo II nd p ganze positbe Zdden TorsCeflen imd »*</» ist 

Aw dieser Gleidinng findet man» wenn a^l ist, folgende: 

/■£S=-^'*'-)-?l~*T^-'^(«-«^— 7+«) 

' # fc-l P ^, MX 

p 

Sefmt warn hier für n neh «ad nach die Wertbe 

0, 1) «> Jj •♦, • • • . ji — 1» 

Boltipiicirt iu «lerselbes Ordiug die Ergebeisw ■!( 

•»» •»» ^» ^» ^» • ■• • • ^ 
«■d BiMBC Ueraof die Sawae der so fewooMMa Glaefangea, so erhält 
Mm Mit Zeziehog der BediBgaagagleichug (1.), 

y 1— aP 
SS 2 2 «ueo9 loff 1 1 ~ 2 /^a eos |-ai 

, 2^"^» «. 2i»« , ^***y 

+ -S S «, Sb —- ere te«g c_j 

P 
wd da MM bei« Statthabe« der BcdiBg«H«Sl«i«l>»e (1) «wk « » 1 
aetae« dar^ a» hat 




2, Btt0t€, SummaHim kammiiaA'pwhMtchw iteil«». lOf 



wo (Ir. IIL Nr. 190. «. 184.) nater 

in 




positive Bogen gemeint ist, dessen trigononetriscbe Tangente 
gleidi hn 

kn 
2P 

ist Dieser Ansdroek ist nber mit 

«"«(f-j?) 

gteiefabedeutend, and wenn nun k ^p hat» so stellt der Aosdmek 

2 2p 
eine positive Grdrse dar; daber hat man: 

kit 

*"27 n kn 

"^**»8-niS-- T-2F 

und die obige yg darttelleude Gleicliiiiig gebt in folgende ober: 

^' "■ P 5 J *^{(2-2^»"»-^ cos-^Iog2sin5^}. 

Dieses Ergebnifs kann mit Znztebung der folgenden Gleichoogen be- 
deutend vereinfacbt werden. Man hit nämlich: 



's' Bin^^ s 0, fiir alle ganze Wertbe von n s 1 bis n:=::p; 



^ oos^^ SS ^U für alle ganse Wertbe von »sl bis »«s«—!; 
'l^cos?^ « — 1+p, för n=p/ 
'1^*itsin— — s —^^eotang— , für alle gauM Werthe von »ssl bis 

S" Asin^~5 = 0, flir n^gK 
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Beruckfliclitigl man diese Gleicbangen, so erhält mau, w\i Zaziebung der 
Bedingungsgleichuug (l.)« folgende Bestimmung ful* y^: 

3. yi = rri 2 ÄnCOtaDg-;; -2 2 a„ cos -~ log sin ^ — - 2 ä log 3. 

Wenn, anstatt aus der anfangs dieser Xr. cilirfen Gleicliiing (StO^ 
aus der a. a. 0. aufgestellteu Gleichung (92.) auf dieselbe Weise, wie 
bisher geschah^ die Bes(imniung des Integrals in Gleichung (8.) geschehen 
wäre, so hätte man auch: 

Vi S5 ^r- i ri^ cotang 2. S ä„cos log cos-- 2flplogi; 

daher ergiebt sich beim Statthaben der Bedingungsgleichung (1.) fojgende 
beachtenswerthe Gleichung : 

. •'^'*S'^* 2hnn. . Arr ^^ *H»-* ^_2*M»f, ^ Jt« 

4. 2 2 a^cos log sin—- =22 a;cos — -—logcos— . 

n=i 1=1 P 2p „-1 i-i p "^^ 2p 

Die hier gefundenen Gleichungen bestehen nur in so fern, als die Bedin« 
gungsgleichung (1.) Bestand Iiai; beim Nicfatetatt haben derselben fallt das 
bestimmte Integral in der Gleichung (2.) auDser den Bereich der mathe- 
matischen Gröfsen; daher ermangeln alsdann auch alle aus demselben ge- 
zogenen Folgerungen jeglicher Haltbarkeiu 

$. II. 

/* rfr 

^(sinajr^ cos^j:)-^ auf eines, das denseUen 



unteren mid einen endliehen oberen Grencwerth hat. 

5. 

Hat man das bestimmte Integral 



/ 



JL 



zur Aosmittelung vorgelegt^ wo (p irgend ein Functionszeichen und a 
wohl als b vor der Hand beliebige Coustanten vorstellen, so kann you 
dessen Werth (Ir.HI. Nr. 105. und 106.) nur dann die Rede sein, wenn 
der Ausdruck 

^(stuamoi, cosftmio) -. 

wo 0) eine unendlichklein werdende Gröfse bedeutet, (ur alle ganze Zahles* 
werthe von «i =s 1 bis m = cx) bestandig unendlicbklein werdend verbleibt. 



2. 'Knabe, SummaiioH kuhH^^ntJich -> p^riodUchef* Reihen* 111 

Da diese EtgetithSnilfehkeit des; zdleczl änFgestellteo Ausdnickes 
aoch für alle eudiiolieu uod ganzen Zafalenwertlie von m Statt haben mor», 
80 flie&t hieraus, zweitens, dafs die Function von jr, 

(()(s\nax. cosJar), 
filr uuendlicliklein werdende Werthe von x gleichfalls unendlichklein wer- 
dend verbleibe. 

Ob beim Statthaben dieser Anforderungen das vorgelegte bestimmte 
Integral eines endlichen Werthes fähig «ei« oder nichts und wie im erste- 
ren Falle die in der Ueberschrift dieses Paragraphen augedeutete Reduc- 
tion deMelben zu bewerkstelligen sei, werden wir, mit Zuziehung des 
bis jetzt M itgetheiUen , in den folgenden Arn. aus einander zu setzen mit 
angelegen sein lassen» 

6. 

Wird unter tj) eine unendlichklein werdende Gröfse gedacht und 
macht man in der aligeiueiueu harmonisch - periodischen Reihe (I.) fol- 
gende Annahme über die Coeßicienteu der verschiedenen Potenzen von x: 
ai = ^(siuaco, cos&c/)), Oj = (f>(sin'2au)y cos26co)^ • . • • 

üp =: (p(8inpäüt)^ cospbiA))^ 
wo nunmehr a und b ganze oder rationaU gebrochene Zahlenwerthe vor- 
stellen ; nimmt dann p als nuendlieligrof^ werdende ganze ZshI an , jedoch 
von der Art, dafs 

l^aoü =s ra.'2 7 und pbta ^=s rb.*27rj 
wo r zwar willkürlich, jedoch der Bedingung nachkommen mub, die 

Producte 

ra und rb 

in ganze Zahlen za verwandeln: so stellt sich die besagte harmonisch - pe- 
riodische Ueihe, wenn die in derselben vorkommende allgemeine Gröfse r 
unendlich nahe der positiven Einheit gebracht wird, als das In der voran- 
gehenden Nr. vorgelegte bestltnmte Integral heraus, dessen Wertb durch 
)*i der Gleichung (3.) ausgemittelt wecden kann, wenn die Bedingungs- 
gleichong (1.) realisirt wird. 

Fflhren wir sonach in diese ßedingungsgleichung (1.) die oben ge- 
troffene Annahme von aj , aty a^ , «... a^ ein « so gebt spiche zunächst in 
folgende aber: 

2rnJ rCfiittö^i (iOsbx)dx s= 0^ oder = ai, 



III a. Bumbeß Summati^n karm^nisch ^ ptrMüeker ReU^n. 

die, weuD X iü rx verwandelt wird, folgende Form anninunt: 

/2m 
fP(münrx^eaBbrx)dx ss oder es w, 

wo man, was offenbar gestattet ist, znr Rechten roin Gteicbheitszeidien, eo 

statt 2x(ß) gesetzt hat« 

Trifft daher aaob noch diese Bedingongsgleichnng eiut in der die 

Producta ar und ir willhQrliche und ganxe Zafalenwerthe vorstellen, so 

hat man: ^« j 

y^ssj (f> (siutfx, Goabx) — , 

wo man yi ans der Gleichong (S.) nach dam getrolfenen üebereiokomment 
hetredRMid die Coefficienten 

Alf ^« «4f ••«• ^p nnd die ganse Zahl p, 
ansxnmittelu hat. 

Mit der Bestimmung dieser Chrftlse y^ und der Zosaameostellung 
der Bnd- Ergebnisse werden wir uns In der ntehsten Nn befassen. 

7- 

Zuvörderst enthalt die Gleidkung (S.) den Ausdruck 

5^'T'd;.eotang^. 

Sldit man denselben der KArsa w^en durah u vor, so hat man, nach 
Kinfähru^g der Worthe vod h. und f^ 

u CS ^ 2^9(suiftaw, eos0ftc0)cotaog|^« 

Soll der Ausdruck sur Bediten io ein bestimmtes Integral umselirfmr sein, 
so mufo der Ausdruck 

oa(P(mnfi«aH eos0ioa)cotang^ 

filr alle Werthe von »ssl bis ii=p— 1 unendlidklein werdend 
fidlen (Ir. III. Nr. tf». und I06.> Wegen des Factors 



2r» 



der« Ar endlidie Weitiie von m sowohl (nämlich filr n s 1, ?, 3,..:.)» ab 
Mr die Wffdie von o» die in der Nahe von p — 1 sind, endlich aoaAIk, 
ml es unerUfslicfc, dafs der Ausdruck 

(ur die gleichen Werthe von n unendlicbUein weidend ausfalle; d. L die 



2. Ruate^ SuMmuttion karmonkek^perioiUeher Reihen. HS 

Fimotioii voll Xy 

in welcher ar und br ganze Zahleowerthe voretelleo« ^ird eiefct nur, wie 
bereits Nr. 5. festgestellt wurde, fiir nnendlicbkleia werdeude Wertbe yon x, 
sondeni aach noch alsdann nnendlicbklein, wenn x in die nächste Nachbar* 
Schaft Ton 2r tritt. 

Geschieht auch noch dieser Anforderung ein Genüge, so hat man: 

^(sin arx^ co9 brx) cotang-^ dxf 

und da man unter der so eben festgestellten Bedingung die Gleichung 

1^ ess oder = eo 
hat, so geht die Gleichung (3.), mit Beachtung des Werthes von yi der 
vorangehenden Nr., in folgende Aber: 

((>(amaXyCoabx) — 



/In ^ . 



«• . 2'SP*^* _ 2*«», . k 



rinarx, cos b r«) cotangTr rfa? — — S S a»cos log «a ;r^ . 

w 

Hier angelangt, öffnen sich zwei Wege, die Umformung des in Rede 
stehenden bestimmten Integrals zu beenden. — Der mit dem doppelten Sum- 
menzeichen versehene Ausdruck dieser Gleichung enthalt den Factor — nur 

in der ersten Potenz : folglich ist vor der Hand nur eine dieser Summen^ 
entweder die bezOglich auf m, oder die auf k^ in ein bestimmtes Integral 
zu verwandeln möglich; woraus die zwei so eben erwähnten verschiede- 
nen Umformungsarten entspringen. 

Fuhren wir zunächst die Verwandlung der auf n Bezug habenden 
Summation in ein bestimmtes Integral aus, so haben wir es mit folgendem 
Ausdrucke zu thun: 

— S«;,COS . 

P 7^ P 

Führt man hier statt n» und p die oben angedeuteten Werthe ein, so hat man 
^ Ta^cos— - = -^¥(P(siniiöft),cosn*6ü)cos*^, 

P Ji=l P r^ nsii r 

oder auch 

— Sa« cos = — / (p(8marx, oosbrx) coskx dx, 

P nzsi P ^•^ 

wodurch die Gleichung (5.) in folgende äbergeht : 

Cnlle't J^umU d. M. Bd. XXOL Hfi. 2. 15 
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(pQs&üaXjCmhx) 
<f>(müarx, cos(r^) cotangy äx 



dx 

X 



— S |y (P(tAnmrx,co9brx)conkxdx\logtnü^i 



welche Gleichang die Lösang nnseres Problems darstellt 

Behaudelt maa in gleicher Weise die Gleicboog {/L)f so ergiebt si^ 

7. "^ {y (P(8iaarj?^cosfrra?}cosA;ri7ar>IogsiB2- 

SS ^ [j <P(8inara?>cosArx)cosA:;rij?|logco8|^. 

Um die BediDgangeo, anter welchen die letzten zwei Gleiehnngen bestehen^ 
schneller übersehen za können, fassen wir solche hier kurz zosammen : nämlich 

a) Die Bachstaben a and h stellen ganze oder rational -gebrochene Zah- 
len vor; r stellt eine willkarliche ZahlengröXse Tori jedoch von der 

Art, dafo die Prodacto: 

ar and hr 

ganze Zahlen bedenten. 
6} Der Aosdrack 

^(siomaeo^ Cosmdeo) — 

stellt fär alle ganze Zablenwerlhe von oi ss 1 bis m =s oo eine an* 
endlichklein werdende Grötse von 

c) Die Function von x: 

(P (sin arxy cos hr x) , 
stellt eine nnendlichklein werdende Gröfse vor, wenn x in der Nach- 
barschaft von Nall und von 2 t ist. 

d} Endlich mafs die Bedingungsgleichang 

r "(p(siüarx,cosbrx)dx s=s oder =s u/ 

a 

Statt finden. 

Afimerkung. Sämmtliche hier gefMadenen Ergebnisse sind auch anf das 
stimmte Integral 

/» \ dx 

gf(maaiXj sma^x,...* cos^j jr^ cos&^jr> .• ..j — ß 



anwendbar (fr. ÜI. Nr. 185. und 186.> 



2. Rmatt^s Summalion hmfnafdsch^perietBicher Reihen. Hft 

BeTor wir sur zweitea Umformungsart der GleichoDi^ (S.)) zur Ver- 
wandloDg der Samme bezuglich k in ein bestimmtes Integral schreiten, er- 
achten wir es passend, erst einige Anwendaugen der in den letzten Nm* 
gefondenen allgemeinen Ergebnisse mitzntheilen« 

Als ersten besondern Fall nehme ich das bestimmte Integral 

y**sin^^+^^, 

A 

WO q eine ganze positive Zahl und anch gleich NoU sein kann. 

Hier ist 

(^{smaxjcosbx) ss sinxr^^'*'^; 

sonach fällt b ander Betracht, und da man a =s 1 hat , so kann r ss 1 an- 
genommen werden. Ferner hat man, welche ganze Zahl auch m sein 
mag, die Grenzgleichnng 

lim. — (siniww)^^+* =3 0: 

daher findet anch die in b) ausgesprochene Bedingung Statt. Eben so hat man 

Kni.sincü'^+* « und lim.[sin(2a-— 0))]'^+» = 0, 

wo die Grenzzeichen Ikn. hier und vorhin auf die unendliche Abnahme von 

üi bezogen sind; sonach findet anch die Anforderung in c) Statt. Endlich 

hat man 

r^'wtkx'^^' dx ^fBmx^-^' dx +J^^ Bin x"^' dx. 

Q n 

Es ist aber 

f'sinx'^'dx = -^fmnx^^'dxf 

n 

daher hat man 

/'"'sinar'^+^rfa? = 0, 



wodurch auch die Bedingungsgleichung d) realisirt wird: daher können 
wir bei der Ausmittelung des hier vorgelegten bestimmten Integrals von 
der Gleichung (6.) Gebrauch machen. 

Hit Zuziehung dieser Gleichung hat man: 

/* sin x"^' ~ 
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Es ist y»2n j» 

J (cosjr — cosa jt?) cotaDg j- i^ 
(cosx — cosaop) cotangy ^ar + / (eoBx-^eosax) coiapgy a:r. 



IT 



Wird im zweiten Integrale zur Rechten x in 2r — x verwandelt, so er- 
giebt sieb, da a eine ganze Zabl ist, 

/2Tt X t P^ X 

(cosx •— cosax) cotang -^dx csi — • / (coBX'^eosax) eotang-^dx; 

n 

also giebt die voraugebende Gleicbong 

J "(eosa? — cos ao?) cotang-^ if jr ts 

and man hat znr Besümmnng des vorgelegten Integrals folgende Glei« 
cbung: 

Zur weitern Reduetion des Ausdrackes zur Rechten berücksichtige man 

die Gleichbeit 

(cosjT — cosax) cosArjr 

= l (cos(Ä— l)a?+cos(A:4-l)^— cos(A: — (l)x — QOB{k^a)x]. 

Wird nun, wie bis jetzt immer geschab, a als ganze Zahl betrachtet, so 

erhält man, vermöge dieser Gleichheit, für alle Werthe von k, die von 1 

und von a verschieden sind, die Gleichung 

f ^(cosx — C08aar)c08A:xi{^ = 0. 



Für A s=: 1 hat man die Gleichung 

/ ^(cosjp — cobclx) coskxdx 5= -^Z ^ dx s=s tt 

O 

und für A; = a, 

/ (cosx — i^osax) coBkx dx s= — ^f^dx = — «•• 

• 

Vermöge dieser Ergebnisse bat man das Summenzeicben in der vorigen 
Gleichung, die unser vorletztes Integral darstellt, lediglich auf zwei iso- 
lirte Werthe von k, nämlich auf 

A; SS 1 und /r SS a 
auszudelmen, und mau hat sonach 

^^ dx = — — jTlogsin^—Tlogsin-;^ j. 



2. Buateß SmmmtioH katmom$ek^perMRieher Reihen. tt9 

oder auch 



Stelk nmi c» nicht nur eine ganze, sondern aneh eine endlicbe Zahl vor, 
80 hat man 

sin^ SS — und ain j = ^ , 
and die vorige Gleichong hietet folgendes Endresultat dar: 

j ifa? = loga, 

welchem man, da a pomtiv oder negativ sein darf, folgende Form geben kann: 

dx = iloga\ 

o 

Stellt ß eine von a verschiedene ganze Zahl vor, so hat man ancb : 



subtrahirt man dieses von einander, so hat man 



wo a und ß beliebige ganze Zahlen sind. 

Geht, um diese Gleichung zu verallgemeinem, x m mx ober, wo m 
eine beliebige positive Zahlengrölse bedeutet, so stellen dm und ßm be- 
liebige Zahlen vor. Setzt man demnach 

am = a und ßm c=^ ^, 
so ergiebt sich 

/" casax-cosftx ^^ ^ ilog(^)^ 

o 

wo 6 und a zwar völlig willkürlich sind, jedoch ein commensurabeles Ver* 
haltnUs eingehen. 

Aninerkung. Diese Gleiohiuig besteht aceb, weimgleicb a und h ein iDGonM- 
mensuiabeles Verh&ltnils iiaben*. wie man es aua den meisten Schriften über 
Integralrechnung entnehmen kann (Ir. IDL Nr. 168.). 

10. 

Aach folgendes bestimmte Integral: 

/•| l-4-2tf cos jr + g* dx 
*^ß l4-2acosajr4-»* * x ' 
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10 welchem a eine ganze Zahl voratellt, wollen wir noch mittdM der allge- 
meinen ResoUate einer Rednetion onterziehan ond es za beetimmea Sachen. 

A^cb hier kann man rss 1 annehmen. Femer ist der Ansdmck 

1.1 l+^<»co8m« +a^ 

fiBr alle Werthe von m ss 1 bis m = oo nnendlichklein werdend, wodurch 
der Anforderung in b) entsprochen wird; die Function von x: 

geht für xssO sowohl, als auch, da a eine ganze Zahl ist, för xss2t, 
in Null über: also geschieht auch der Bedingung in e) ein Genfige. 

lim endlich die Realisirung der Bedingungsgleichung in d) darzu« 
thun> müssen wir Einiges voranschicken. 

Lafisit man in dem bestimmten Integrale 

y "^ log (1 + 2 a cosa + «*) rf j? 

X in TT — X fibergehen, so ergiebt sich die Gleichheit 

log(^l + ^aco9X'{- if)dx CO / log(l — 2acos:r4-«^)'^* 

Femer hat man die Gleichheit 

f'"'los(l + 2acwx+ä^)dx = sy*'"'log(l+2acos«+a*)ifa?, 

wo a eine ganze Zahl vorstellt. Wird hier in dem Ausdracke zur Reell* 
ten nTT'^x statt x gesetzt, so hat man auch 

log{i+2aco9x-\'ä^)4x « Z / log(l+2aeositrcos^-f i^)df;r. 

Löset man das Summenzeichen zur Rechten auf und berücksichtiget die Glei- 
chung (o&.), so findet mau folgende: 

(ß.) y''(l + 2acosjp+ö^)ifa? = 0^ log(l+2iicasx+a*)rfar. 

o 

Nunmehr ist es leicht, die Bedingungsgleichung in d) zu realisiren. Es ist 
nämlich : 

J ^ l-f-2aC08ojr-f-^' 

log(l +2acosx+a^)rfx— / Iog(l+2acosaar-f-a^i7ar* 
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Wird Jm zweiten befitinimten Integral zur Rechten — statt x gesetzt^ so 
gebt diese Gleichheit aber in 



was mit Beachtung der vorhin auFgestellten Gleichheit (0.) in 

/^'^ loff *-h2acos x + a« , 

= 2y'''log(l+2acosx + a')dfa7— .^y'''log(l + 2acosx + a^ifar 



übergeht, oder auch in 

{y.) j 'ogj^2^^^^^^^,4ia? — ü, 

w. z. s. w* 

Wir sind al^o, bei der Ausmittelang des vorgelegten bestimmten In- 
tegrals von der allgemeinen Gleichung (6.) auszugehen berechtiget, die, 
auf den vorliegenden Fall angewendet, in folgende libergebt: 

[ l+2flcosj: ^■g^ dx 







i /^'""cotanff -^ lor ^+^^^^+^' |la? 



St/ cosÄarlogT^-H 5— « » ^( log sin -r- • 

Zuerst wollen wir darthun, da(s das erste bestimmte Integral zur Rechten 
vom Gleichheitszeichen den Nnllwerth hat. 

Es ist nämlich 

/^« , ^x ^ 14-2acosjr 4-^^ ^ 
cctang TT log rTö 1— r » ^ 
^2 ^ l+2aco8ax4-<t* 
o " 

/** X Xt l+2aco8jr +a* • , f^^ , x. l+2aco8 jr +a* . 

=/ cotong^ log {^^^^^X^. dx +/ cotaDg2logjj2^^;;j^:t_rf;,,. 

Wird im zweiten dieser Integrale 2^— jp statt or gesetzt, so erhält man, 
beachtend den Umstand, dafs a eine ganze Zahl vorstellt, die Gleichheit: 

r^ A ^i l+2a cos jr + a* • f^^t x^ 14-2flC08jr +«• j 
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folglich erhält man, wie hehaaptet wurde. 

Vermöge dieses Ergebnisses hat man, weon der Kürze wegeo 

f(k) GS I cos*a?log7-T^7i -f— 1»^ 

*^ ' J ^l+2iicogojr+a* 

gesetzt wird, folgende Redactiousgleichung: 

Um ^(Ar) za bestimmen, stellen wir zar Vereinfachung folgende Glel- 
ohnng fest: „^^ « /'"cos*a? Iog(l+ 2acosajp+fl')rf«. 



Dies giebt _,, 

und onser nächstes Geschäft wird dieUntersnohnng der Function a^^^ betreffen. 
Wird in dem bestimmten Integral, welches ti^^a darstellt, x, stiUt ax 
gesetzt, so hat man auch: 

tt*,a = —J COS— dclog(t + 2acos*4-«')ifar, 



welche Gleichung auch folgendermafsen gestellt werden kann: 

tii^a = — S / cos— jplog(l + 2acosjp + ^}^^* 
Geht hier x in ii.27 — x über, so hat man 

Ui^„ = ^x"y ^cos— (2iiT--jp)log(l+2dicosx + tf)ifa?, 
oder aucli 

iij,, = ^y ''{'2'cos|-(2mr— x)}log(14-2«co««+a')<la?. 
Es ist aber 

n~a r «• 1 2*1» + — (» — «)]— «10 — (ff — x) 

Scos4(2njr~ar) » 1 J! ^ ? : 

-=» " 28in-« 

folglich hat man 



S cos~(2iiT — x) s=r 0; wenn k kehi gaoses VieUadbe von a ist, 



und 



S CQ9—(2nT^x) «s acosr^ wenn Jtoaraist^ wo r eine ganze Zahl 



vorstellt» 
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Man bat also 

/7it 
C09rxlög(i + 2aco8x+ä^)dx =5 u^^^i 

Qod wir erlauben uns eine kleine Unterbrecbung^ om ein so eben gewon- 
nenes ^ nicbt uninteressantes £rgebnifs besonders hervor zu heben* 

Wenn k und a zwei beliebige ganze Zahlen vorstelien, so hat man 

/77t 
co9kx\og(i'\^2aco9ax^d^)dx = 0, 

falle a kein Divisor von k ist; im entgegengesetzten Falle aber, wenn 

k:=^ra ist, wo 

r = 0, 1, 2, 3, 4, ...• 

Mm kann, hat num 

coakx logC^ + 2acos(ix -{- a^)dx 



Q 

*2n 



s=3 f "coarx]og{i^2acMax + a^dx. 



Wenden wir uns nun wiederum unserem Gegenstande zu^ so sind 
wir mittelst der so eben ausgesprochenen Ergebnisse folgende Gleichung 
au&ustellen berechtiget: 

oder 

cos A j: log H-o f — ? dx 

= f^''(co9kx — cosr jp)log(l +2a cosx + a^) dx , 


wo 

k s=z ra oder r j=s ~ 
ist und r eine ganze Zahl vorstellt. 

Zur weiteren Reduction der letzten Gleichung legen wir folgende 
zum Grunde, die durch theil weises Integriren gewonnen wird: 

wenn Tv. eine ganze Zahl vorstellt Da man aus dieser rieichung folgende 
gewinnt : 

so hat man (Ir. III. Nr. 178. Gleichongen {Jt.) and (c.)): 

16* 
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/ 



y"*co8A.a?Iog(l+2acosar+a')<fd? = 2a-(— 1)H ^, iiir «*> I, 

welche Gleicbheiten fär a^ = 1 ein uud dasselbe Resultat darbieten ^ das 
aueb doreb eine directe Bestimmung sehr leicbt gewonnen wird. 

Diesem zu Folge bat man, wenn a^<t ist, die Gleichbeit: 

und wenn a^^l ist, die folgende: 

w /'•c*»i»g i+L°r/4:' " ° ^^{(-i)'--'g-(-'r-f }■ 

Mit Berucksiebtigung dieser Gleicbbeiten sebicken wir uns nun an, die 
Summe ^^"^ /./ » x i^^ .„ t» 

in welcher p eine nnendlicbgrofs werdende ganze Zahl vorstellt, einer wen 
tern Reduction zu unterziehen. 

Beachtet man die Bedeutung von f(k) und fassen wir zunächst den 
Fall ins Auge, wenn a^ < 1 ist, so bietet die Gleichbeit (^.) Folgendes dar: 

^V(*)log«in^ 

est * 

oder auch . nm 

S flk)\ogBia^ = 2tS (--l)-«.£'log * 



i=ii * 11=1 M " . » a « 

*~* 8111 — j— 

4 

Im vorliegenden Falle, wo d^ < 1 ist, nimmt der Factor — beim un- 
endlichen Zunehmen von n ohne Ende ab : daher kann in der letzten Glei- 
chung die auf n bezügliche Summe von n = 1 bis zu einem liinlanglicb 
groCsen, jedoch endlichen Werthe ausgedehnt werden. Man hat aber, wenn 
eine endliche Zabl vorstellt, 

•"» -4- T 1 



Rin 



nato naw a ' 



4 4 

fol^ch gebt die letzte Gleichung ober in: 

"J A*)»ogsin^ = 22r(logl)'?(-l) 



«— 1 
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Bei der vorliegenden Annahme fär a hat man 

"2(~ir'f = log(l+ii); 
11=1 '• 

daher ist 

S' V(*) log sin -^ = — 2 T log a Iog(l + a). 

Wird dieses Ergebnifis in die oben aufgestellte Gleichoug (A.) gesetzt, so hat 
man 

Anf gleichem Wege, oder als Folgerung ans dieser Gleichong erhält man 

Diese Ergebnisse, die nur för ganze Zahlenwerthe Ton a bestehen, za 
verallgemeinem, lassen wir abermals den Fall a^< 1 anftreteu. Bei dieser An- 
nähme für a hat man, wennß irgend eine ganze Zahl vorstellt, die Gleichoug 

/''»eij:L°r;xj:::-T = '»«p' !«*(«+«)■ 

Diese Gleichung, mit der vorigen durch Subtraction verbanden, giebt 

/- ,ogf±§f «£^- +^ ,i£ = iog(i +«) log uy, 

J ® l+2acos/?jr-J-a* x ov i / o\a/ 

Setzt man hier mx statt x^ wo m eine beliebige, positive Zafalengröfse 
vorstellt, so stellen dieProducte awt uud 3^^ die wir der Einfachheit we- 
gen durch a und ß vorstellen wollen, gleichfalls beliebige Zahlengr&fsen 
vor und mau erhält 

und auf gleiche Weise 

r IogJ±|^^^4.^ = log(l + l)log(^)*, für «'> 1. 

In diesen Eudgleichuugen stellen a und ß beliebige reelle Zahlenwerthe 
vor, die jedoch, wie aus der Deduction derselben erhellet, ein commensurables 
Yerfaältnifs eingehen müssen« Bedenkt man aber, dafs jede incommensurable 
Zahl mit jeder verlaugten Schärfe durch eine gebrochene commeusurable 
Zahl ausgedruckt, wenigstens so gedacht werden kann, so gelangen wir zu 
der Folgerung: Die beiden so eben (fe/tmdenen Gl^chungen bestehen für 
alle reellen Werthe von a und ß. (Die Fortsetzung folgt.) 

Zürich im Januar 1840. 
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3. 

Remarques generales sur les transcendantes 4 diff6- 

rentielles . algebriques. 

(La k Tacad^mie royale des sciencea de Copenhagae le 15 Febr. 1839.) 

(Par Mr. Chr. J'urgensen de Copenhagae.) 



ISoit X Doe fonctioa qaelconqne algebrique de x^ c'est-a-dire noe fono 
tion rationnelle de o? et d'uoe qaelconque des racioes y^y ^29 Yi^ ••«• Yn 
de FeqaatioQ 

doot les coefficieus sont des fooefions rationnellefii et eotieres de xf od sait 
qo'oD peot (oujoors dooner ä eette fonction Tune de denx formea 

X= -^, X^fx.(Pux, 

fx etant une fooction raiionDelle, entiew 00 fractiQDoaire de x senly et 
(Pj^jt etant one fonction rationnelle et entiere de x et de ia racine yi qui, 
loi meme, est a son tour nne fonction de x. (Yoir p. ex. voL 19 p* 114 de 
ce Journal.) Cela pose, ii se presente dans Ia recbercbe de Fintegrale 
fXbx ies deux qaestions principales: 

1) Trouver les cas, dans lesquels on peut exprimery^JTd^ sous forme 
finie, c est- a-dire par un nonibre fini d'öperations algebriques et 
iogaritbniiqoes ; 

2) Trouver des relations entre les integralesy/iCitp^ta?! ^x^yffxT^(^i^x^ 8x2 
etc* qui repondent aux variables Xiy x^ etc., dependantes entre elles, 
et aux differentes racines yi,, y^ etc. 

Les Dioyens, qu'on a employees jusqu'ici pour arriver a Ia Solution 
de ces deux problemes, sont fondes en grande partie sur Ia deconipositiou 
des fractions rationnelles; c'est pourquoi nous allons d'abord etabllr les 
propositions suivantes. 

Soient fx ei (^x deux fonctions entieres de jr, et 
(f)x s= K{x — a,)(a? — 02) •••• (x^a^). 

Designant -J^— par ^'o? on a (P'fli= Ia valeur de f-^ lorsque x^s^a^^ 
donc, par une formule connue (voL 19 pag. 84 de ce journ.) 
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B{\pt] etaut le coefBcient de y ^^os le develq)peffient d'ane fonctioD qael- 

conqae v/// suivant \es pafssaoces döseeDdantes de & 

Si requatioD ^opssO a des racines egales, de soHe que 

on a . ^ o — ' — =^ "a valear de — ^^ ^ lorsqae xi=^ai. donc en sub- 

1.2.3.... ift,. (^^af^i ^ *' 

atiioant daua la formule qui a lieo poor ce caa (vol. 1 9 pag. 85) , il vieut 

Lorsqoe fx eontient le facteor (x-^ai) ' , cette equation se r^düit apres 
le developpement de la differentielle a celle-ci: 

f£. ^ t^..JlS^ +if i.J_.XM 

an bieo, puisqae dans ce cas — ^jj^ — - =* —7^» » 

Sopposant qoe les qaantit^ a^ Os, •#.. o^ depeodent d^oiie variable z, 
OD aora, en faisant poar abr^ger {^-^^js=z(P'x, 

D'ailleors 

^'dp s «•iJK(jr~air»-"*(x~aa)'"'..-+ etc. 



donc 



00 bien 






«t parcofM^nent 
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Daus ce qui va euivre, ces deox formales seront appliqaees aox fonotiona 

oü (Pi^9 ^2^9 ••*• ^n^ ont la sjgnification iodiqaee ci-dessna et oü ^x 
est uue fonction de la forme 

ri, Vzy •••• ^n etant des fonetioDs entleres de Xy dont les coeflGicieos dö- 
pendent de z^ et O^ar, 62^9 • •• • dn^ ^taot les valears de 9jp lorsqo-on 7 fait 

r = yi> r2j •••• r.» «»fi» ö;x= -^, 6;a?= -^ etc. 

Cela pose, on voit que les deux fooctions sont ralioonelles et syme- 
triques par rapport aox racines y^y y,, * ... y„ et parconseqaent ratioDnelles 
en X. Ed les rednisaot aa mdme deuominateur, celui-ci preodra la forme 

K etant une constante. 

Considcrons maintenant un factear quelconqae, represente par (x-^ay. 
Puisque le p^'odoit diop. 02^ •••• ^n^ contient ce facteur; on poorra toujoars faire 

Q^x s» (x — äf'k^^ flaJtr s= (x — a)'"Ar2, . • . . 9„ap aa (ar — «/**„, 
oü i/|-l-V2 + ****+^^= ^'^ On anra ainsi 

e> = v.ix-ay^-^k.+ix-^ay^y^ 

etc. 

etc. 

et la substitntion de ces valeurs rend divisibles les deux fonctions fradion- 
naires haut et bas par (x — 0)*""^ de sorte qa'on pent les döcomposor au 
moyen des formules ci-dessos. 

Rednisant d'abord an mSme denominateur la fonction 
et differentiant ensuite le denominatenr par rapport a o:, on a 

O^X , 0^X»6gX .••• OnXtipiX'^O'^S.Oi XmO^X •••• OnX • 9^2 X'f* •••• 
v i X * U ^ X •■(/ ^ X • • 9 • unX "j" Vg X » (/ g X • Um X ••• • Ufi X *^* •«« • 



Sobaütpaiit les valenw de Oijpy ^x^ •«•• &iXy 0^X) •••«et faisant xwsOf 
le resnltgt, moltipliö par m et divise par jp— a, donoera, eo vertu de la 
fwmole (1.)» la Graction partieUe correspondaiite 

Poor la fonction 

la formale (2») donne de mdme la fraction partielle 

a — jc dz 

Dans la anite on supposera ane des qoantit^ Vi, V29 •••• v» ^gale a im et 
les antree egales a zero. 



Apres ces prölimioaires , je passe a la premiöre qaestion ci-dessoa 
meationnee^ et poar cela je donne a Fintegrale 1 Xhx la forme /-^ hm. 
Si eile peat s'exprimer soos forme finie, on sait^ qu'on peut toujoors faire 
/^5^=l7+J,logF, + J,logr, + ....+J,logF^ = £r+S^^ 

ou Ax^ A2J •••• Ak sont des qnantites constantes et U^ V^ F2, •••. Vj^ 
des fonctions rationnelies de x et yi. (Voir Jonmal de Tdeole polyteoli» 
niqne eah. S3, pag. 4S et 59, m^m^ de Mn UouvÜleJ) 

Au moyen de T^quation yJ+f^jiyJ^+.*»* + f^,«=0, qui determine 
yn en fonction de Xj on peat redaire oes fonctions aux formes snivantes: 

Tu Ts 9 • • • • Tn ötant des fonctions rationnelies, entieres ou fractionnaires 
de X. Et parceque de l'eqaation yi, + p^y^ + ••••'^ P^^=^ on peut tirer 

8yi 

-3^ en fonction rationnelle de x et y^j on a de mSpie 

^ 9 <3 9 • • • • <h etant des fonctions rationnelies de x. Designant ensuite par 
F une quelconque de fonctions Fi, F2, •••. Fj^, on a 

r j e -^, 

oü ri, ri, •••• 9» et s sont des fonctions entiöres de o^ . 

Crelle*f Journal d. M. Bd. XXUL OL 2. 17 
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Ainsi donci toates les fois que Fintegrale /-^dx est exprimable 
8008 fonne finie^ od pourra lai donner la fonne 

/^dx = U+XA{log6i,x — logs}. 

Si les coäfliciens Au A^y • . • • Aj, soas le signe 2 salisfout a 
# l\squatiou 

ßi9 ß2 9 •••• ß^ etant des nombres entiers, oo pourra, en mettant au liea 
de Aj, sa valeor, diminuer d'ane miite le nombre des logarilbmes sous le 
sigoe S, et Ton pourra rep^ter cette röduction jusqa'a ce qa'elle devieuoe 
impossible, ou que la partie logarithmiqae ne cootienne qo'un seal terme. 
Poar plus de simpUcite nous uous dispeuseroDS d'ecrire le sigoe 2, ce qoi 
ne chaoge pas le food du raisonoement. Oo aura ainsi 



J Q>i 



9,T= «7+^ (löge** -log*}, 



ce qai donne en 

Cette equation doit snbsister poor chacaoe des raciues >*! , >i , • • • • y» « 
c'est a dire pour tootes les yalears de k depais ksai jnsqo'ä A; := «. 
Desigoant dooc les valeura correspondaotes de 17 par ün IT, , . . . . f7, , 
00 a, en faisant k^ it% • • • • » et preoant la sorame, 

Si, ao moyeo de cette equation, on vent troover one fonction teile fs, qoe 
i^dx devienne integrable sous forme finie. ^ix ötant donnöe, il fiiot 

d'abord eo dedoire la forme de llntögrale. Or c'est ce qa*oo peut fiure 
facilement daos oo cas particulier trös- etendo^ savoir, lorsque les qootieoa 
qo'oo obtieot en divisaot cbacnne des fbnctions (Pi^p, (Pix, •••• (^^x par 
one qoelconqoe d'eotre-elles, sont des quaotites constantes. On a alora 

^x ^tant ooe fonctioa de ir et Ca, ft^ •••• ^m des eonstaotes. Partaot 
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^ = 1 («,F;+«.R+....+e.P3 

d<Hie, en int^grant, 

Teile est douc la forme de riDtegrale, m d*ailleurs eile existe sous 
forme fioie. 

Seit par exemple ^jr ss ^(4^^)^ ^^ ^^ot une foDction eotiöre de x. 
Oo a dans ce cas C| ss a, C2 s= a^ • • • • ^n ^=3 a% en reprösentant par a^ 
a% •••• a" les raciues de r^qaaUpo a^ — IssO. 

Piuflque 
OD troavey en verta des proprietes des racines de Tnuitö, 

en ecrhrant simplement r an lien de r^. Done 

On a d'aiUenrs Ci-|-C2 + ****"f*^ii^'=^0» ^^^^ 
on bien^ en decomposant la fonction rationttelle 

X« - ;-(+.)(«^+,e^+....+."^) 

ao moyen de !• fonniile (1.) d-defloas, en fiuaaafr 

e,«. ö, jc . . . . 8,^ 8= jr(4P— Ol)"** (»— «0*! . . • . («— Ä/j'*'' 

^ MpptMuit qM?.dri94i|( na Cut öv^pouir. fa'oao Mnle de feiie(ioiur6i«> 

17* 
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eqaation qai donne la forme de la fonctioa ratioiinelle fx. Et la forme de 
rintegrale sera 

« 

Le Probleme de d^ider m one teile integrale exiite soiur Ibrme finie, 
et de la troaver daos ce caa, ae tromre ainm rödait ä oelai de troorer a'il 
exiate dea fooctions r.et 6 et dea conataatea A, qni aatiafont a reqaation 
oi*-deaaiia lorsqoe fx et \l^x sont dea foncüoiia doonöea. Poor le cas dea 
foDctiona elUptiqoea c'eat la comparaiaon par rapport au parametre. (Voir 
YoL 4 pag. 274^ 76 de ce joamaL) 

Si Tod veat que rintegrale aoit exprimable par dea op^atioiia alg6» 
briqaea aeulementi eile doit avoir la forme 

fJ^^rhiA^xr-)^^^, 

ce qoi eat conforme a ce qa'a demontre Mr. LiouviUe, VoL 10 pag. 356 de 
ce Journal. Si au contraire on veat qa'elle s'exprime par des logärithmes 
aeula, et ai en mdme tempa fx eat nne fonction entiöre, on voit par la forme de 

cette fonction, qae ^{^a^ doit ae r^uire k zero pour toatea lea valenra de i, 
on, en d*autrea termea, qne ^^^x doit dtre diviaible par {x — a^{x — o,). . . 
...{X — a^* (Poor le cas de ii=s2 voyez VoLI pag,8880 On a alora 

eqnation qui determine le plni^ baut degre que peut avoir la fonction fx 
pour que rintegrale puisse s'exprimer par des logarithmea. (Poor le cas 
da ntssS Yoyes Voll pag^SOO.) 






YeDOD^ maintenaot a la «eeoiide ^oatiop g^^raloi et considdrooa 
pour cela la (liff(^reiitielle alg^briqae Xddr wma la fomuB fx\(^kW^dx, fa> 
etant nne fonction rationnielle de jt, dönt le denominatedt mit - : 

oft ti Mt Wes fMixm ef W^^. , M V • •'•*. l«^: anrt de» nonihrM enliwrporitifb 
oazdro, et ^i« ^tant, conuae oi-dessoi^ ib^^foMtiMide m et r>» l^vH!^ 
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est Oll* raGiDe de Fdqaation 

Cela posei la foDCtion tnmsceodaBte ffxPk^dx es t/yj? aui^ la 
proprietö generale contenne dans le Ih^röme snivant. 

Si Ton sobstitaeles racinea y^yu •••• yn de röqnalion precedente 
daoa one fonction entiere qoelconqoe de y: 

9i9 92 j •••• 9n ^tant des foncfions eotierea de Xy dont les co^fBciens de- 
pendeot d^one aotre variable z, qu^OD dönote les fonctioos eo resoltantes 
par 6iXy Q2XJ ..•. QnXf et qa'on fasse 

yiXmB^X.QyX •• m^Ot^X S5a Sl(x^^Xi) yX^'^X^ ••••(jp— flP») ''j 

si de plus \^4ri9 ^x^y .... \^d?^ repr^nteat les valeors de y^^x lorsque 
:pssxi9 X29 •••• x^9 oü Ton sappose que Ghacane des valeors de x ne 
fiut evanooir qo'ane seole des fonctioiis et qo'on donne a yi dans ypxlh 

valenr correspondante } qa'on (aase enfin fx(x — 4iO 'sa jTi dp, ob aura 

*=» 1. 2.3t.... (rj— 1)8 ap"* 

. — JI {/« (^lO? log 9i a? + ^j« logM rf- . . . . + ^, a? logö, «)} + C, 

2f reprdsentant le coßffident de — dans le döveloppement soivant les puis* 

sances döscendantes de x^ de la fonction .affecte df ce sigue^ et C ötant one 
qoantite indepeudante de sr oo, ce qoi est la mdme choscy de oth X2j .... x^ '^). 

La demonstration de ce thioröme oonsiste dans les trois Operations 
snivantes. 

1^ Bedoire ao mdme dönominateor la fonction 



^mposer ensoite en fiEiisant osage de la formale (ß.')y et integrer pai 
i k z. Oo obtieot aiasii en fiusant poor abr^ger 

(f>lXlOg9iX + (f>2xlOg92X+....+PnXlOg9nX = KXj 

mippoMHBt qoe « «DB a^ donne^i« S3 (X 



CelbioriaM «at le aitea fi» «riii qa*« tnave daaa la Bote insMe T<«k 19 pi, 118. 
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toutes les fois qoe ravant-deraier terme de r^mtioo X*+f^iy'*^+«««»+ii^, 
est nol ou diviaible par le denier tenne^ oo qoe f» ne cooCient pas z. 

Si ane de ces conditioiis a lieo^ od aara ea &isaiit 



8 



I » *V A, a, ' A,aj • • A,«, /> 



i=» 1.2.3....(r,— l)aa|"»'~* 

Cette eqaatioD peat se d^daire immediatement de 4a mdme maniere qae 
requation {A^ En effet, on demontre comme soit, qae ai one des condi- 
tiona ci-deasua a liea^ la fonction rationnelle en x 

ätant reduite aa mdme denomioatenr, devient diviaible en haut et en bas 

par ^ix.^2^*'*'^m^' Poor fixer lea ideea noaa aappoaerona ii= 3, de 

Ä* -Ä* ß* 

Sorte qa'on aora la fonction 2-4- + ^a- + s— a- ©ß ecrivant 9 et /i au 

lien de Qx et Ad?« On a dans ce cas 

K^9^^^\+9.Ci^+9sy donc 6; c=y;A;+y;öL+y;- 

Parconseqnent, en divisant Q[ par 0i et faisant 

il vient 4^' =s ^ + ^5±^^ii^ , et de m^nie ponr ^ et -^. Ot 



0' 0' 0' 

donc en sabatitnant la valear de -z^ et Celles de -^ et -^f 

Ol 0% v» 

g; I g; I g; ^ 4 A,A.+A.A,+A,A. . J^f-CA, . im-ca, . JH-gA. 
, A, T" ö, A, T" Ö, A, "" -* A.A.A, "*" ""öT" "*" ~^~ "*" ^. • 







noaunatear: 



ibue^^ 
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+ ^-A — r 



« • • ■ 



9,A^A,A,0^0,0, 

Cette firaction est toajours divisible eo baut et en bas par q^\ doDC at 
/Vi/i, + ^lAj + ^1^ ^9t nul ou diyiaible par ^ib^öi^ oa enfin ql s=: 0, 
c*est a dire q^ mdöpendant de z, le dänomioateur sera seulement OiOa^s* 

On cönclura done, qae ai ane dea conditions ci-deaaaa est remplieji 
OD poorra considerer la fonetion 

•j* • • • • *^ 



d^Xäi^X * ötXAjJP "^ ^ dnX tk^X 

conune fradion raticmneUe qoi a poor denominateur 0|jr.62dr....6,ar, et en 
la traitaat par cona^neot comma Bona Tavona fiiit poiir la fonetion 

on trouvera la formule {B.) par lea mdmea iq^rationa qoi neos ont eou- 
daita k röqoation (JO* 

Sopposons leafonettona t^ix^ ^.^x^ .... ti^s determineea par r^qaation 

{^xy ^tant une fonetion entiöre de x^ qae Ton pent representer par R, de 

«orte que ^opss ^R. Poor ee eaa on peui fiure naage de requation {B.). 
Donc ai Ton fait 

^iX^=abiXy ti^x^xi ai^^x^' .... ^„orcsa^Äocr, 
O) a^ . • • • a" ^tant lea raeinea de Fonitö , et 



JlFK. 



Bx SS y^fx^ 



a'AjT 

OB anra le theoreme anivant ^)^ en determinant tonjours Fexposant k de 
aorte qa'il aoit 6gal a Tindiee de celie des fonctions 9, qui s'evanonit loraqne 

X SS X 9 X<^ 9 • • • • X^ • 



a) Ca tb^orfame, donl la dteioiistmtion se irouve ausm daoB le vol. 19. page 86 et 87 
de ee jeanud, est le mteie qae eelui qoe Mr. Brock a demonlii dans le voL w pag. 178 
etsohr.y en amvant la marahe qu'a traeie aon illustre compatriote poor le oas nsS, 
veL 8 page 814 Poor lo dimoiitrer il n'y a qu'i faire 

fx 

f jp as — -— , F dMgnant nue foDctiou entike, 

done #*^=sl| r^ ssTg is.,, .asOy aj^ ssa^ tt^ jtssJPwT; m| sstti^ s=.«., ss 1^ 
Cfiiie*f Jouiaal d. IL BcL XXm. Hit. «• 18 



AffirmMOlH tifAr. 



C iiit^pd?i'}-0i^>^ir3-f*****'4*'i*/i^^i 



f'r'^fi 



^ \Aa^\ a *• c* T«**'T ^^ ff 

fai 1,2.3.... (r^—OaaJ"»"* 

Si Ton sappoae n ss 2^ donc a ss -— ^1 , dir s= KiX—Ki^^x^ 
9^x » ^iX+^3^/i^9 oü Kl et ^2 soot des foQotiow eotiöret, /W es ^^^-^ 
ou (p est QD6 fouctiofl enti^e, donc r^ ep 1, r2 = •«..=: 0, et qo'on fasse 

ipsdx 



A 



t//ar, 






1 /• Fx - 

par eoiw^qaeiit 

^*, -f- yf X, -^ . . . . -j- ^*/« 



Fa 

Aa 



/l ogg,o , logtf,o , , logfl,a \ 



VoiU^ le Ihöorftme fondamenUl de Mr. Brock, stuf la seule diffirenee, qo*il s trau- 
foiiii6 le secoiid membre en foncüoiui r^lles logariUuiiiqQet et cireoltifes au moyea 
des expressions Uigoiioai6trique8 des racioes de Tiuiil^. Ea effet, il proQve qoe si 

Hx = / ^ 

J {x—a)Y'{Jix)' 

0. 1 c^ 9 Cn Stallt les raeines de YnmXk ^ el JB. x . B^x ..... Bi^x ss 

A{x-^xJ{x — x^)....{x^Xf,), on a (formule M el h) 

— Ux. + — n^« + • • • • H — n jT- 

CS5 -jj — —Sr—logB^a-^af ^ -i?rir*^K*^* 1+^/ 

o dtoignant le eoefficieot de — dans le d^veleppeineiit de la fi)9eUoii soiis oe signe 

soivant les paissances d^scendantes de x, et 0| , c^p .... Cß etimt d^temUUm psr les 
dquatiens (17.) et (41.) qa*oii lire de (14.) BrX^O. 
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M BmUf eB detenDiDaat lea signes de ^P^if ^^ti •••• ^^^ pw la regle 
doonöe: 

ce qui est le (höoreme d'Jftel (vol. 3. pageSlS). Lorsqae tpx^szx — a^ 
le seeond membre ae röduit a la constante C, dooc en faisant / r-* ^= ^ '? 

^1^*1 + ''h^^a + •••• + »*/i^^/i = Const. 

On sait que le theoröme fondamental ponr les foQCtious ellipliqoea 
n'est qo'oD otm particolier de celoi*ci. Voi€i commeDt od en peat le (irer 
90U8 la forme preaenlee d'abord par Euler et hagrange. 

Seit 

alors r^oatioD {^iXf—(}<^ixy{Lxf = devieot 
0« bien 

Si fflaiDteDant x^y x^j c, — c doiveot dtre les meines de cette eqoation, 
on aora entre ß et 7 la r^lation 

D—2ßr _ , _i_ — a. 

d'oa Ton tire 

D + B(x, + x^ = 2ßy+7^(a?, + a?,), 

00, en mnltipliant par ^14* ^2 9 ajontant ß^ de part et d'aatre et extrayant 
la racine carr^e, 

)r(ß' + D(x,+x,) + E{x, + x;)') « ß+y(a7, + ^2). 

Or, en snpposant qne x^ et x^ «atisfont toos deox a reqoatioo 

a + ßx+7a?' ^ +^(A+Bx + Cx^ + Dx^ + Ex*) = CkXj 

on a en lea aubstitoant et sooatrajant 

ß(x,—x;) + y(x]~xl) = Äa?i— Aa?2f 
on 

ce qoi par la valear de ß +7(^1 + ^2) devient 

ß reatant indeterBin^. Teile est la räation entre Xi ei x^ qoi, en aop- 

18* 
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posant Cy et par cons^qoent ^//(c) et ^i^ir^e) constatitai r6pond k r(6qiiation 

'^'^i + ^^i = Const. 
Vojez Lacrdx traitö da ealc. diff. et da cale. int Tome IL page 475 et 481. 

Si ron veot avoir le theoröme ^'Ahd aooa la forme qoll lui a doDoe 
daiia son precis d'oDe theorie des fonotions eÜiptiquea (▼oL4. page 246), 
OD fera dans röqoation (C.) nt=i2j doDc 

Par coDseqaent ^^/fTZ~T\T^ = %^:r, on a 

2a\ Aa Aa i 

"'"2al A(— a) A(— a) T 

Mais a Tendroit cii6 on a soppose qae Zi:r est une fonctioD paire 
de Xy c'est a dire qdo fonction teile qne A( — x)s=/!i;r, donc 

— log(5Vx(— ii)+^2(— ö)Äii) + log(\i(-a)— \a(~ii)Äa)j. 

Si Ton a Ä.ia=s 7^4( — ä), ^2« = — 7v^( — a), c'est a dire si la premiöre de 
ces foDctioDS est paire, la seconde impaire, le premier et le qaatrieme terme 
da second membre, aiosi qoe le second et le troisieme terme sont egaax 
entre eux. Et si \ja = — Ki{ — «), K^^ss 7v^(— a), de sorte qae lapre- 
miSre de ces fonctioDs est impaire et la seconde paire, le mdme a lieo^ 
a cause de log—z) ss Iog(+«) + CoDst. Donc si Tone de ces fonctions 
est paire, l'autre impaire, comme on le snppose a Tendroit cit6, il vient 

Or Zix etant nne fonction paire, on yoit sans peine, qne yl/x change de 
signe en mSme temps qne x. De plos, les valenrs x^y x^y ••*• x^^y deter- 
minees par requatioD (}^ixf — Q<2xf {äxY ^=^ Oy qui ne contient qne a^y se- 
ront deux a denz egales avec des signes contraires, et sr Tone satisfail 
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a reqaatioD Kidp— X^opssOiopss 0, raolre satusfera a KiX + 7^xI^x^=^ 
OjjpssO, parceqoe Fiine des fonctiona Ä.|X, K2X edt paire et Taatre im- 
paure. U sait de Ih qae lest radicaax tix^ /^jt,, •••• ^x^ dans les fonc- 
tions ^I^Xif 4^X2y • • • . 4^x^ changeot de sigpe avec les variables Xi^ X2j ••• 
• •• x^f de Sorte qoe ces fonctions sont deux ä deax ägales et avec les 
m&nes signes, et que les yaleurs cwrespondautes de m sont pareillemeDt 
egales entre-elles. Eo ecrhrant donc 2|ia au lieu de (Uf multipliant par \i^ 
et flisant 

dx xf 

BS UXj 




OD a enfin 

«.n.,+«,n..+....+»,nx, - c-j|;i.g{i5±^J. 

eqoatioD da theoröme. Tootes les valears x^ x^y ••*• x^ doDaent alors 
KiX-^h^x^x =B 0. 

Si ao contraire KiX et KiX etaient ioutes les deux paires oa toutes 
les deox impwes, les logarithmes du second membre de requatioa ci-dessos 
se döfaroiraient; mais dans ce cas le mdme aurait lieo pour les fonctions 
do premier membre , paroeqna deox valeors de x Egales et de «gne cou-i- 
traire röpondraient alors a ane mdme des eqo^tions OijpssO, Oj^^^ 0^ ou^ 
ce qni revient an mdmOi a on mdme sigae do radicaL 

17 JuiUet 1840. 
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4- 

Note, relative h un memoire de Mr. Richelot sur 

quelques integrales d^finies. 

(P«r Mr. Chr» Jürgetuen de Copenhagoe.) 

jJms le ToiDie XXL pag, 293 de ce joaraal ae tronve od mtooire de 
Mr* JRk/ielot sur quelques integrales definies, dont la somme peot e'ex- 
pritner aa uioyeii de la qnadrature et de la divisiOD da cerde. Je yais 
faire voir, que les theoremes fort iDtereMants aimqoels Taoleur y est par- 
venu, et d'autres aemblables peuvent dtre dömontrea d'üne nianiöre uo pea 
plus simple, on plutdt quMls sont tous conleons comme das particnliers dans 
la formule generale pour la d6composition des fonctions de ta forme 

ff ff gjSj .1 I I ■ i — ■ II.. - 

(6-a./-'"(6-a»/-''«. ...{*-«,)*-'•" 

B etäDt uue foaction entiöre de hü ^i, jUs» ... . |a„ les qaaatitÖB com- 
pdse« eotr^ a^ro ei ronitö, formale qoe j'ai dorniäe vol. XIX. de ce Jourmi. 
Eu eflet 81 l'Ott transcrit en qaadratore« dMnies la deraMre (bnaole 
de ce memoire (vol. XIX. pag. 90) on anr») e& aieltoiit h «n lie« de «, 

60U8 condition que b <Z äi pour toutes les valeors de t, et que \jzzi) 
puisse dtre developpe suivant les puissances entiöres descendantes de t, 
ce qui a lieu lorsque fiix + (X2 + «'«* + i^ ^^t un nombre entien Si Ton fait 

dans cette formule -^tstXj on trouve en renversant les limites 

Cette formule est mSme un peu plus generale que la pr^Mente, en ce 

qu*on peut prendre la quantite ^ en plus ou en moins pour äviter le pas* 
sage par Finfini ainsi que la condition b^ai. Cela tient ä ce qu^on ne 

peut pas faire varier -^ conlinuellement depuis s^ro jusqu^ji Finfini de eigne 
contraire en faisant varier depuis l'unit^ jusqu'a zöro. 
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fl 0erait facile de pröseater la demooatration de cos formalea iedepen- 
damment de (a coaaidöration des integrales a iodioes fractionoaires et de la 
mdme maniöre da reste, doot noua ooiur sommes servi a Tendroit citö^ maia on 
y parvleudra de la maniere bien plus simple encore, que Mr. Ramw, profesr 
raar a runiversite de Copeuhagoe, a bien voola nie commaniqoer, et qne voici. 

En faisant dans Tintegrale connue / -tx:;~ ==^ (»»^^O 



sm— ff 
n 



(Laertdx Traite da cali;, diff. et int IIL pag. 417 et soiv.) sf'zssy^ et ecri« 
vaiit ensoite fx au lieu de — ^ il vient 

/* dy _ n 

Sopposant y = ^^ , on tronve 

sin /i ff /•i« bx _ __ J[ 



Ott Tob doit prendre le eigne -{- A h^u ei \t signe — si h^a. Mainr 
tenant on a la formule connne 

" (6-aJ(&-a)....(Ä-a«) ~ *^ *:r^ + "\l-*^ 

^iX dtant ss(d? — aj)/*<ap et H le coSfBcient de y Mettant dans ce(te for- 
myle ^ »0 lieu de n,*, mnllipliant par ^ — • izr*> integrant de- 

pi^ x^ss üi jusqu'a J7=: ±oo, selon qne ft^Oj on h^Oi et repetant ceei 
potur tpntes les valenrs de t depnis i jäsqn'a »^ on trouye le tbeoreme snivant 

Lorsqne ai>a2>as»..«>a„ et Äp>*>^i on a 

y. _gP sin/»jfi /"^FxdXj '5* sin /^^ fi f^* F^B^ in (J^*\ 

Fi( designant^ comme ci-dessus, la fonction 

B 



11 est tres facile de dödnire dela tons les tiieordmes fondamentanx 
de Bir« Riehelot. Si Ton veut avoir le tbeoreme 5""* page 314 et 815 par 
exemple, on fera B=:fb, iii^ss (c^ jt, = 1 — ßiy (Aj s= fif tk^= 1 — f^ et ainsi 
de suite jusqn'ä j^ji-i^fAf f^= 1 — fA» de sorte qne denx termes eonse- 
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m 

cjitifs sous le signe iS deviennent , . ee rapposant qne b ne Mit pas compris 
eatre les limites Oa^-i et n« et qne a^^i > (h^ , 

tinfun /*^* fxdx , 8fai(l*;f)fg /**• fxdx 






^am-i '»«m 



an/ifg /•"«m» fxBx , sin /in f ^'^ Xfxdx 

suivaDt la Dotation dans le memoire cite page 315. (Par faote d'impres- 
sion U 7 a x — a^ was leradical an lieo de a^ — xj TOjez page 313}. Ou 
troave aiosi 

ce qiii est le 5"°* tbeoreme. 

Poor avoir le 7"''' tbeoreme page 823 ^ on fera B=:fh, fiissfA» 

fAiiacBfiL, de Sorte qae les deux premiers termesaooa le dgoe jS devieoneiiti 
eo aupposant qae b seit hors dea limites Hi et a, et qne Hi >* o, ^ 

sinAifi Z***^ fxdx sin{l—fx)n r±* fxdx 

(— ly*n*/ (4— JP)(i^— a,)*-/' (jr— a^y* ....*+" (—1)*-/" w y (*— jr)(jr— aJ*-A«(jr-a,y ... . 

_ _ ^^f*f^ /*•* .^ fr^jr _ ajpyn /••• Xfx dx 

auivant la notation da m^Bboire eitö page 333. Les deax termes suivaiits 
deviennent 
fliB(l~iif)fi /•i« fxdx , siaM» /**• /^ax 

(— l)*-/«!! J (6-jrXjr— ä,)»^/'(jr-.a,>".... '^ (—l^nJ (ft— x)(j:— aJ^-i^CA'— a,)^.... 
~ I wn/Mj Z"^« fxdx ain/tff g f^ Xfxdx 

et ainsi de suite^ donc 

ee qoi est le 7^* theoreme. 
37 Mars 1841. 
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5. 

Memoire sar les fonctions de la forme 

(Par 1fr. 0. /. Brach, Candidat ea philosophie de Norv^;«.) 

(Pitetitf k rAcad&Die des tdenees k Paiis le 19m Anil 1841 approar^ et detiga^ k ätre, ixadti duu 

le Rdcaeil dei SaTanli Strängen le lO» Mai 1841.) 



RAPPORT. 
(CommiwairMy HM. Lhuville, Caucky rapportenrO 

mLAi g^mötres connussent les beamt tthyrrnoL^Äbel et de If» Jacobe 
mir la th^rie des traiuicendauCes ellipti^es. Oa saft qae d'importants Bf e-^ 
■loiraBy relatifs a cette theorie^ ont ete composear par Akel, dana i'aiuifo 
1826 et les deox sniväntes, que plusiears de ces Memoires cot etö pnbliäs 
dös cette epoqoey mönie dös rannee 1826, daos le Journal sdenüfique de 
Bl Cretteß que Tim d'eox en particulier a ete approuve par rAcademie eo 
1829 9 sor le rapport d*ane Commissi^ doot BL Legfendre fiiisait partie, 
pois cooronne par riostitat en 1880, et qae.la yaleur da prix fut remise 
ä la mere SAhel. En effet, cet illustre Norwögien, qu'on projet de mariaga 
avait döterminö ä entreprendre on voyage au plus fort de Fhiver, etait 
malhenreosement tombö malade yers le milieu de janvier 1829, et malgrfir 
les soins qoi lai forent prodigaes par la faqiille de sa fiancee, il ötäit mort 
d'one phthisle, le 6 aTril, alitö depuis trois mois. 

y^CTest encore anjonrd'hui poor les travaox d*an jeone Norw^ien, 
d^on compatriote d^Abel, qne neos avons k reclamer an moment d*attentiod 
de la part de rAcadömie. Le Blemoire de BL Brach a poar objet ane certaine 
classe d'intögrales qoi comprennenl^ oomme cas plurticolieri les transcendantea 
ellq^oes. Ces integrales sont belies dont la döriyöe pent dtre eonsidöree 
comne le prodait d'ane certaine pnissance entiöre de la variable x par 
deux faetears, dont le premier est one fonction rationnelle d'aneantre pnte- 
sance entiere :r'' de or, et le second ane racine qaelconqne d'ane semblable 
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foDction. Ces mteiea integrales forment nne classe paHicoliere de transeeiH 
dantes, qai se röduisent aux fonctioiui elliptiqoes, loraque, le radical elant 
da second degr^, le polTnome renferai sous le radical est da 4* degrö* 

,,Dao8 le premier cbapitre de son M^noire, BL Brach s'occupe de 
la sommalion des transcendantes en qaestioiii considörees comme fonctions 
de la variable x, on platdt de la somraation des välears qoe peat acquerir 
une semblable fooction poor des valeors diverses de la variable. 11 etablit 
plasieurs tb^orömes digoes de remarqae; et proave, par exemple, qoe la 
somme des diverses valeors de la fotoetion^ correspondantes aox diverses 
racioes d'nne certaine eqaation algebriqoe, peat dtre exprimöe a Faide d'ane 
fonctioD algöbriqae et logaritbmiqae des qoantiles qae renferme reqaation 
doDt il s*agit. U montre ensoite le parti qa'on peat tirer de ee tbeoröme 
et de qaelqaes aatres poor la redoctioö de la noavelle espece de trans* 
eendaotes. 

^Dans les demiem dbapWes de mm Memoire^ IL Brpdl Gut voir 
qa^one traMcendaiite qodoctnqoe de la forme indiqade peat toujoara Ctra 
«ipriaiee a IViide d'an certaia noubre de fonctioBs plos sinples de la mdme 
fonae^ et d'ane fonetioD algöbriqoe et logaritbmiqae de la variable x. Les 
fimotions farödoetibles entre elles eonstitaent alors, eomme dans la th^orie 
des fonctions eUiptiqaes, diverses classes de transcendantes. Qoaud le 
nonbre de oes fonctions irr^octibles se r^dait a %6rOy Tint^pration s'eifecloe 
eonpleteBienty a Faide de fonctions algebriqnes et logarithmiqoes. Dans 
toot aatre cas, eile est impossible. D'aillears, comme on devait s'y attendre 
les cas oa llnt^gration s'effectae restent les mtoes, seit qa'on les d^oise 
les tfaeorömes önonc^ dans la premiere partie du Memoire, oa de la m^ 
tfaode de r^odion Indiqo^ dans la seconde. 

^Nous devons observer ici, V qne les tb^orömes 6noncds par M. 
BrMk s'aecordent, dans des cas particoliers, avec ceax qae renferment 
divers Mimoires dt' Abel f t^ qae M. Brock avait dej4 traite, dans le Jour^ 
m^ ieU. Crelle, le cas oa Fexposant p se rednit k Fanit^t 8^ qa'on M^ 
mem de deox pages, publik dans le premier volame des Oeuvres d^Abelj 
eentient les bases d'one thterie qai poorrait s'appliqaer aox transcendantes 
eoBsider^es par Bl Brock f 4* qotf ces mdmes transcendantes se troovent 
aosri eonsiderees dans le Memoire A'JM qai « rempoite le prix, mais qoe 
M^ Brock n'a po connattre, pois^'il n'est pas encore poblid. 



9, Ayant de terminer ce rapport ou noua ayona eo souvent a rappeler 
les travaux d'Abel, il doos pariüt convenable de detniire ane erreor aasOF 
gen^ralement r^pandoe. Ob a sapposö qu'Abel (6tait mort dana la misdre^ 
et cette supposition est deveoue roccaaion de violentes attaques dirig^ee 
cootre lea aavante de la Norw^e et dee aiatrea parties de TBurope. Noua 
aimoiis 4 croire que las aatenrs de ces attaques regretteront de s'Stre ex- 
prim^s avec taot de vivacite, qaand ils liront la pröface des Oeiwres d'AM, 
publiees recemment ea NorwSge, par IL Holmioe^ le professeur et rami 
de riliustre göpmetre. Ils j verroDt avec ioterdt les encooragenieiit^ flat- 
teors, lea temoigoages d'estinie et d'admiration qu*Jlfte/^ darant sa vie, a 
re^os des savants^ particoliörement de ceux qui s'occapaient, en m&oie temps 
que luiy de la theorie des transcendantes elliptiqaes} et ils remarqueroat 
avec consolatioo, au bas de la page vii, ces paroles qni saffiront pour 
eclaircir toos leprs dontes: 

^ Un Journal franpais doni je ne me rappeUa paa h nom, niest 
venu S0U8 lea yeux^ aü Fon a rapporte qvlAhel est mort dorn la mserem 
Ön voU par le$ dämla ci-deesue que ce rapport rieH pas conforme- ä 
la vSriU. 

9,Bevenoiis k Bf. Brock. Ce que nous avons dit de ses rechercbes 
sufBt pour en montrer toote riniportance. Les r^soltats aoxqoels il est 
arriv^ analogoes a ceux qu' Abel a obtenos dans ses plos beaax Mtooires, 
montrent on esprit familiarise avec les melbodes ana^ques, et habitoe a 
latter avec saccös contre les difficaltös qae preseotent les parties les plos 
elev^ da calcul integral En r&sramö, le Memoire de M. Brock proave 
qae Taatear n*a pas trop presome de ses forces en se proposant de marcher 
sor les traoes '9 Abel. Noas pensons qne ce Memoire est digne de Fapproba* 
tion de rAcademie, et d'ötre insöre dans le Recudl dee 8avant8 ürax^erer 

Les conclosions de ce Rapport sont adoptees. 
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Dao8 le mömoire soirant f al tnU6 les fonctions de la forme 

^(^afi) 6taot one fonoüon ratiooiieUe qaelconqae de si^^ y le nonbre eotier 

qoe eontient -^^^^ r et p de» nombres entiers et s wi nombre enfier qnel- 

oonqae molndre qae rp. Xai döveloppö des rögles poor la aommatioB de 
ees fonctiona, analogaes*& celles qoe rUlostre Abei a dornig poor lea 
toüeÜOüB ditea Abelienuea dana le nömoire XT*** da 1** tome de aea oeiH 
vrea complötea '^)« Ensaita j*ai cbercbö toatea lea rMoctiona qa^oo pent 
obtenir pour eea fooeiioDa par des fonctious algöbriqoea et logarithmiqiiea. 
Cette derniöre partie da mömoire saivant, sajroir lea chapitres 8"*, 4"% ST^ 
et 6"*, est analogoe a«. memoire XIY da second tome des oeavrea com- 
plötea d'Abel aor lea fonctiona eUiptiqoea. Xai (roav6 par la tontea lea 
foDOtiona de la forme aoaiUe qoi aont intigrablea par des fonctions algö» 
brlqaea et logaritbmiqoes. U est k remarqoer qoe toules lea fooetiona de 

jp^'^9(^)(A(^)) '^ '^ qul Mut intögroUes par des fonetiooa 
algöbriqaes et logarithmiqaes^ aoot aa fond les mömea quo eellea sor lea- 
qaelles oo dtoontre dana le ebapitre l'* et 2^ qa'iine aomme d'on nombre 
qoeleonqoe de eea fouotiona est ^ale k ane expreaaioB algänriqoe et log»» 
ritbmiqae. BUea sont aa reate d6ja ^onnuea. 

La m^bode wnt j'ai fait osage poor opörer la redoetioo des fouo- 
tiona donnöea et de trooyer, ai eela eat possible, TexpressioB algäbriqoe et 
logaritbmiqoe dont la diff^rentielle est egale k la difförentielle donnöe» estv 
k oe qo'il me semble, la aeole acientifique qo*on doive emfibyw dana le 
ealcol IntögraL j^tant applicable k ploaieora antrea fonctionsi eile doit eon- 



s) Dana un autie mänoire insdr^ dana oe joomal Uaae XX paga fTB, fai dAva-* 
loppi daa iMorteaa poor la aoauaation de eea mdmea fioiieUoiia «ana le caa oa pssi 
el ass 1. Parceqoe lB{xP)y eat ane fonelion entiirede x daaak^pieDe lea co^Sffidena 

de xf^\ sf^\ .... jrfP^f'^ aimt igaoz k sfaoi el oo aeokaMnI — do nombre dea 

eoMReiena soni indipeadanta^ ayda eu lea aolrea en dipendent d^me eertaine nauiier^ 
an pourra da aitaKure oti^ en aooMollaai loa ooSOeieola de x dana la ÜMicIaon R{x) 
k eea eendilions^ dMoiie toua lea tbioiiaMa aor la aoauMition dea fbttetiona en qoeatioo 
qoe j'ai divelopp^ dana ee ntooire, SMia ce aera, 9 ei a itani dea ^pianlilia kiditer-» 
mioiea» on IraTail biea peniUe. Ao eontiake do nmaoire piiaent en d^dnit ftrileannt 
loa Uiteiteca do omaoiie loaMXX, ea aiqppoaani aeoleawnt «sl> f^ssl, rsstu 



'^ - A = 



9^9iriit1h m4mb^»ury$pmtt,40i0fwmejjt*^^rpr*%^^^ IM 



dnüe k'dm rtedtat» j^ disOMli et |^ g^o^iix qne ceoz qa'on oon* 
oatt k prdsenti Blle nörite par -cda IVittentioB det geomötres. Jai 
chercbö a lui domier ane rigoeujr par&itoi 

Chapitre 1. 

De la flonuBation des fonetiona de la forme / '"^'T'^^ "^ ^ 

Tkäoräne 1. Smept n == rp, n, r, p et s des nombres entiers 
positifi^ ß «^ndre qne % t ie iionhre entier qoe contieot la fraction A^> 
F(aO et Bdafi) des, fonofiooa eetidrea de d^, et 



y (4f^— «^)y(Ä(«i»))* 



Soient de plos f, (») ,/;(«),.... f^t («) des foootions eotiöres de »t 
doiii les eodffideos sont des variables iBd^pendantesi et d'ime teile forme 
qüe, d Tön disigne par / m nondbre entier fodoonque BK^dre qne r, et 
par y et M^ des nombres entiers qaeloonqnes molndre qne p, on a: 

Si Ton dösigne de plus par c^ ^ ^ , .... c, les valenrs diverses de 
^((i^jjTi et qu'on snppose 

....c,/;(ar)/(B(«P))+/5(«) 

4. . ^(») « B,(«).B,(*).B,(«) . . . , Ä«(«), 

^(dp) döviendra nne fonetion enti^ de «^ En la ddoomposant en facteors 
de la forme («f*— 4^)) on obtieadn; 

Or en snpposant 






6. Ä(«) 



a *'«• 



1 

et en dösigmuit par m(z) le coöfficient de — dans le deveüDppetteBt d'ioe 









appt des fonotions .^ntjeres de «/ «v tow las tennes.de t^<«); exeepf^ 
(/o(«))%. ont, EX4f)...pQ<ij^ ^BCt^or, etpat^qs^qoegt üniteft les foBctions 

faisant poar abr^r: 



oü Kiw) est one fonction eotiöre dt^ m:' 

et de la, eo desigiiaiit par 2X(») la'qtaaotUö irCvi)4-X(x2)+*..*X(r^): 
Ol •« x»-rp^F{xP) dx _ ^ X(s) 

Mainteoant si ft(x) eat de laformdr dp''(%4'%^'+^^^*h^**«}9 A-t ^ 
sera eo vertu de« öqoations (1.) de la forme ar''^^'~^(6o+fti^ + ^^+***09 

^ designant le nombre entier qoe eontieot ^^~-^* Cbaqiie terme de Sfi 

doit donc £tre de la forme af'^^^Sb^ k ötant on nombre entier egal a — ^ oa 
plus grand qae — q. Hais Ct^{s)ifi^{x)jiUaat la diffärenticdle de 4^(x) 
par rapport aox coefficiens variables de^U«(^)f est one fonotion entiöre 
de afj donc Ci.,(*) d^'t dtre de la forme a^^'^X'^o+CiO^ + ....), h de* 

signaot le nombre eotier ^gal a — ^— oa pins grand q«e —^— . Doncenfin en 

vertu de r^qoation (19.) K{x) sera dela forme «^*(4t4* ^i^+ 4^+*»*) 
SS a^qip^), oü q{3f) dMgne nno' fonetion entiere de «**. En anbatitaant 
c^e vaüeor de k\x) dans reqoation (Sl.), on obtiendra: 

Si maintenant on fair^(«f)s^i(«f— i^)+f(ir), on ^, («p) » &i^=.^> 
est ane fonction entiöre de s^j l'^quation (SS.) d6viendra: 



ptrtienes, 00 (rouy^a: 



«4. -4-; =a S 



y^y 



et ile 14: 



De plus S-^/-T ^ lo ceSfBcieot de -s^ dan« le döveloppement de 
S . ,^ .V ,. V » OQ, ce qui est la mSane chose^ de — dans le döveloppe- 
ment de —rrr* Donc: 

en reouirqaant que » (/^p^gp)LL) ) wt egal ä aöro. Bn sabetitäant daos 
r^qnation (88.) et iotögraot on obdendra donc: 

Mais on » en verta de l'^oation (19.): 

et, en sabstitoant la valeor de Cjt-«(4i) tiröe de reqaation (13.): 









V^(Jl(«P)) 

1 



rf'(?-''«*'(*) 



a flobatituant donc et remarquant qai 

CftO»*! Jovnal d. M. Bd. XXUI. HfU 2. 20 



^ 



164 $, Br9tA,mim9k'»4urie*timtt,dtiaf^rm»ßcHrP-'t^{t^iM(^'f^4s, 
qoe dft ou aora: 

Les valears de Cx , Cj > ^3 > • • • • ^^ dans le premier membre de «ette 
^qaaiioD seront döterminees par les ^quatioD«: 



que ron obtieot de l'^aatioo (f6.)t en p<»«aat c< au Uen de -7* 



Bn supposant plosieara des qoanttti&s »,t «,, x^^ .«.. x^ egales 
eatre elles^ par exemple Xi^a«',, ob aura en ttnrtii des ^natioBs (81.): 

n 

et oela donne, eo sopposant ^e Ci(x) et ^{R(x^)yC]^Bi^)f ^u« ^ V^^ 
est le Biöme, Cj^a?) et tt(s^)€i^^(x) n'bnt pas (x** — a?f) pour diyiseor 

OODUDUll : 

Od aura doBO le tWoreme salvant 

7il€br^# ». IS» Toa a r^tiation: 

oü les foQctteaa €^(dp) et Ci^(x)M(i^) n'ont pas de diviseor oommoD, od 
aora: 

~pa^r»-*)p-» p V jrf — «p / 



Si roQ rappose F(a^) diviaible f ar (jr^_4f), F(cP) devieut egal 
& lero. Od aora dooc, eo mettaDt (^ — 0f)F(af) aa liea de F(j^}, le 
ih^reiae auivant 



«# Broök, mAikOresw h$ fonH. 4t h formeßp'^^rp^fiiä^iRijtpyr^dx. 1S6 

TMarime M. Le mime i^ni flmpposre comme dans ie th^oreme 9, 
ai Ton fait 

00 aora; 

Si daus la formole (34.) od suppose qoe le degre de J^(a^) angmeate 

71 

de s — ^p — i soi( moiadre que celoi de ^{R{xP)y aogmente de /i — 1, 
00 aora: 

\ xP — aP ) 

paroeqae le degrä da denomioateor surpassera celoi da oomioateor de plus 
de 1« Od aora dooc le Iheoröme que voici. 

Thiateme 4. Los choses etaot soppos^ lear nteieB qoe daos le 
thöoröme 2, ai le degre de {JB^{xp)Y aogmeote de n« est moiodre qoe ce- 
loi de (B(af)y aogmeote de n;9(y + l), oo aora: 

Si dans le theoreme pröcedent oo soppose V{xp) divisible par x^ — o^ 
on aora F{fjf)z=i 0, et^ eo mettant {xP^är)F{xP) ao liea de F(a?p), oo 
aora le thtordoie aoivaut: 

Theoreme 5. Lea choaes etaot soppos^ea lea Didoies qoe daoa le 
th^oröme 3> ai le degr6 de F(x'*Y aogmente de n« est moiodre qoe celoi 
de {R(^)y aogmeote de npy, oo aora: 

38. CimAn(xO + C2in2n(a?a)-|- ....c^m^n(a?^) =s C 

Eo diiföreotiant Fdqoatioo (34.) k — t fois de aoite par rapport a a, 
00 aora le tböoröme aoiyaot. 

Thioreme 6. Si l'oo fait 

39. ncar) = /-f!::^?^^ 

^ {xp--äPf}rin{xP)y 

le reate etaot aoppose comme qoe daoa le theoröme 3, oo aora: 

40. CimiÜ{x^)'^C2m2ll(x2) + ...* c^^^^(x^) 

j^if P{äF)&(a) \ 

^ . 1 \^r2B55p=^/ 1 f x^YP-^F(xp)»(xy \ 

20* 



156 ö. Brock, mdmir$ 9W le$ fanet. ie la fm$^fs^*T-^9is^CM{jfi'yf'Pds. 



nt S(^) Qoe fonctioQ raüoiinelle qoelconqae de d^i an peot toa- 
jours faire 

00 F(drP), Fi(«^), ..*• ^r(^) designent des fonctions entidrei de d^. On 
aora donc en rertn des tb^remes 9" et V't 

TASorime 7. Si Ton foit: 

•^ V"(Ä(*'))' 
0(«'>) etant deteminö par l'^aation (41-)t on aora; 

48. ci«in(«i)+«2i»jn(dP2)+ ....c^w^nc«^) 



C— -3 a (a?-»^ 5(«^)^(»)) + 






+ 






r»,.(pC'A'"** '«*""■* 



Nons avoD9 jnsqii'ici coDsid6r6 les coSfficiens des diveraes poissan- 
ces de Jp dans les fonctions foOc)j f 1(^)9 •••• fn^ii^) comme des variables 
independantesy et les valeors de x^ x^^ •••• x^ comme determinrees en 
fonctions de Celles -ci par reqnation (5.). Consid^rons maintenant nn cer- 
tain nombre q des qnantites x^^ x^y •••. x^ comme indeterminees; ISa 
coefBciens de x dans les fonctions foix)j fi(x)j .••• fn^i{x) seront des 
fonctions de Celles* ci et d^terminees par les q des eqoations (Sl.)* Ponr 
tronver le nombre des coefficiens /^C^), fi(x)j .... fm^i(x)j seit le degre 
de R(x^) = mpj et celui de fn^(x)ssß^p'\^a^^y on tronvera de lä, parce- 
qu'on des termes de yp(x) est (A-^(«))".(ä(«p))'^, que la plus petite 



»• Broeh. n^dmaire §ur le$ fanet. de ta forme /x^yp^^ % (sf) (Jl (xp))^ ^ ix. 1&7 

▼alenr de \k est n^^^r(i^^{n^^(iw^ En rapposant maiotenant dau 
la denniöre dea equations (2.): 

in + m — tp-^q = ü, 
^-/' = ^ 

ea I' designe nn iiombre entier, oo obtiendra : 

En donnaot dans cette expression a o saccessivemeot las yalears 0, 1» 2, • • . 
• • • n — 1, et en sopposant ^ ^gal an noDibre entier contenn dans >*— <^— P+«f ^ 
oa obtiendra les diverses formes de /o(ar), /|(^),'.... /l-i(^)« 

En vertu de r^nation (45.) le degrö de /^(ar) doit Stre de la forme 

n^^^p — t'— ^ + a^+3T* ^>' ^^i^ ^(^) ^^^ ^^'^ ^^^'^ ™ terrae de la forme 
{fy{p^)y{^^y' ^^^^ 1^ degre doit dtre ^gal a fi^p on moindre qne \kp. Done: 

46. n{n — ?/>— r— f +a^+y/^>+rmp= on <(nß^+ra^4.(ii— f)m);> 

et de U^* 

47. r« OU <ß^+|+ (m>-r)(n~.p>-«,) ^ 

En designant donc par t^ le nombre entier egai a v*^""^^ ou imraediatement 

qne -— j — ^, la plns grande valeur de y doit 6tre: ß^+^ + <i. 

Le plns bant degre qn'en vertu de cela f^,{x) pent avoir est donc: n — r— ^ 

4*a^ + ße^*^^»-r-'''^' Or je dis qne ce degre n'est jamais trop grand. 
En effet, en consid^rant les termes qni ont (R{^)y pour factenr, on voit 
qn'ils seront compos^s bers {R{af)y de n facteurs de la forme fqipci)^ la 
somme des indlces de ces factenrs ^tant rit« La sorome de lenr« degres et 
du degre de iR{x^)y sera donc, en faisant usage de la memo designation 
comme dans le commencement de la dämonstration du theoreme 1"": 

4a 2(ii~y— f + a^ + ß^;^ + ;if,.^^) + rm;i, 

eo donnant ici a 9 de valeurs telies qne S^s^rn. En rednissant elie 
deviendra donc: 

49. n*— en + a^n + ß^;tin— rn+;irm+;i2f^^. 
Blaintenant la plus grande valeur de p^t^^^ est 

mW 



p^och» «***"*'* «ressi»«^ 






*»I4»« 



wr»* 



laV 















\toift' 



ii»«*^»«. f.^»} 



\e8 



ctio»» 






J^.««> 



feft* 



l\»* 



80»- 



^ ^'^^'\ ^ C,f +*'^ 



^öttt 



iro« 



s^^^'^ . -J^l'^« 



69< 



n-V*« 



00 



ttö 



xpretft- 




65. 



»-1 



c.^P 



^r»''^'""nCr-::5i-V''- 






De |dii9 ofl m: 

n^A «»4 «1-^ 

.-^44 '^ p ^ 

1 



«-1 



Sn BoftsfitüEDt maiotenaut les valeors ^e £„ ^,, et de Sy /».^i; daw 

^ 

VeipreeaSon (52.) on obtiendra 1a valeur soivaDte da noinbre des eofifllcieiis: 

57. nß,+r(n + a,~?)~5i?^)+r~(m-r)(e-l) + i^ 

En remarqaant qu'eo veriu de la forme des äqnations (81.) do des 
coöfficiens doit Ute iodependanti il restera a detennioer par ks fn ^aa-^ 
tioas <»!.): 

eoCfficieos. Mais en retranchant ce nombre de fi, PH obtiendra le nombre 9 
des qnantitös x^ x^^ .... x^ qui seroat däterminees par ees mdmes eqaar 
tiODS (Sl.). Ob doit doDC avtnrt 

59. V « «Ä— ti + 1 — '^'^^— sIAt- 

Poar triKiTer Sv^v soit: 

60* ifi— r =s ifiy n t= c(, 
c et 4 etant des nombres premiers entre eax. Le Dombre eotier igH a 
virn-^n ^Q immediatement meiadre qae ee nombre sera t^ et le nombre en- 

tier igsX a ^"""^ ■ ~ - oo iram^diatemeHt moindre qne ee nombre sera 
tn^^T'-^U — 1 81 t7(m— r) n'est pas diyisible par n^ eo zszm-^r-^t^ ni 



IM 4. »Sff eA> MfbMrf •m'JHffimU/hMftmß/jt^-ry'^ 



fonotioD .« de « «ohraiit km pwawtoicep ^^wwpndMiti». de. s*) » je; dn 49»: 

r. cini:«i>+«in(ip04'«3n(r,)+..-+i<iii»n(j*^> 

Tootes les Talears de Ct» ^) <Ps» •••«.«n daiis rexpression de la fonction 
^(x) doirent ötre diflTerentes entre eUes, tandis qae les qaanliteii Ct, i^; 
^3, ..•• 1?^ daiis le pierater membre de röqmtion (7.) eent d^terdria^es par 
des eqaafions pärticaliöres qae noas presenterons plus bas. 

Denumstraäim. 4^(x) etanl ime fonction rotiere Bymmötriqne des ra* 
dnes de reqnation nsO, y — lS(dp'') est mie (bnetkm ^ntiörei des edefficiens de 
cette eqnation. En moltipliant done Im kmtäOBB Bi(x)y Bi(^^\) ^, ^k B^(x)j 
on n'anra qae les termes dont la somme des exposans est nn moltiple de n. 
Les indices des foactipns/i(x)t fg(jc)i •••• /!Ui(^) ^o^ Texpression de 

n 

Brisf) ötant dans cbaqo« tenm les ndmes qoe les exposans de ^{R(x''))y 
la somme de ees indices dans diaqne levne de 4^(jx) doit dtre nn moltiple 
de He Bn d^gnant nn qndkKMEiqne de ee* indices par u — ar, et la somme 
des indices dans an teme qneloonqne de ^(jt) par S(ii — z)^ <^ ^^^"^9 
parceqae le nombre des factears de la forme fr{a:) dans cbaqae terme de 
4^{x) est n et qoe par conseqaent| st b designe un iNunbre constant, 2(6)s nfr; 

oo y designe nn nombre entien Dooc: 

9. S(«) =5 n^ — sfu. 

Mais si Ton designe par 2(€) la somme dm exposans de x dans cfiaqne 
terme de ^(^) et qa'on remarqne qa'on obtient Fexposant d'on terme qnel- 
conqoe do second membre des ^oations^ (9.) en retrancbant Tindice da 
* premier membre de kp'\-m-^tj h ^tant an nombre .entier, on voit qoe 

Donc en substitoant la valeor de S(8r) tiröe dd reqaation (9.) on obtiendras 

10, S(^ *» ii(iii~lX— yn+^S*. 

*) La fonction qoe j'ai d^signie par m pent «assi, suhrant one r^marque de Mr» 
(kmekjfß dtre mis soos la fonne d'on rWda. En effet on a^ 

S itant le ägne 4a^ rieido. 



Lft Mieond nealwe de oette dqnatioitt ^taiit ^rinble par i>, ?(<), Test anavi; 
ddio ^(jp) est mie fimction eiiti^ de jb^". 

' f^n (Ka^;bjiiU^ i^ ^ ^qaeloonqnb des qnantiU« »a 

Xtf at^j^i •'• * »f,, '{iar ^'(«) lä d^riree deVC^j pitf rapport a x, et p«r U 
canict^iisfiqae i ta dilli§^eiiti^ön qm se n^porto aox seoles vwiähha in- 
d^pendantes, on aora: 

tu ^(«) » 0, 

00. en «oppoaaiit poor «Jirtfer, -' 

**• ^v — fcS) — ) ■= *^*^*^- • 

»-tl 

14. 4x4/ (») s — St Ci(x) Sfi («). 
De tt OD troore en mvlfipllaiit par a?*-»'*^ (sP) 



e:(*^-i^V(*(jrP))'^(x) 



c^CxP - a»')ir(Ä(xP))' (*^-«P)lf'(*) • 0* c*f-(Ä(xP)y * 

IIa» OB Toit de r^oaüoD (18.) et en remarqnant qa'en verta de I'^oa- 
tiott (11.) vne des fonotionBBi(x}, Bi(x)f .... B.(d7), par exeaiple B< (d?) 
d(rft Uk igüe k a6tOf qae: 

16. -.^ «C^(»). 

c»r(JKjrP))' 

r 

Efi mdbstitDMt dana r^oatfon (15.)9 on obtiendra donc: 

MainteoMt C^i(x)f C^^{x)^ .. •• Co(dp) aoot des fonctiona eotierea 
de Sy paroeqa'ellea aoat lea ooöfBcieas diff^rentielles qai provieunent de 
la difföreotiation de la fonction 4^{x) par rapport aox qoaotit^ A-iC^X 
/;Ua(^)f •*•* /o(^)* D^ plv» en sopposant dans l'eqoation (16.): q^==^n, 
et miocesflfiyenientA Sil— 1 9 *=:ii— 2, •... *« l, on voit que: 



seront des racines tfuoe ^qoation algöbriqae du degre ^^^P"" 2 ^^ • 

et ä one expression algebrique er iogaritbmiqQe '^). 

Si V devieut egal ä zero oa moiadre qoe zero, ia fonction n(dr) est 

intögrable. Dans ce cas on doit donc avoir: 

«9- »i(r/i— 1)— r— ft + 2 =s ou <0. 

Poor tronver (oofes les valears possibles de-^^ m, p daos cette equation« 

coosiderans separesient les cas oa m^r^ m s? r et m^r. Soit m^r^. 

on aura on m — r^n, ou m— rss oa ^ii. Si nt — r>it^ on anra 

ftsoo <ii, r+6s=3 00 <r4-ii, «i(ii — l)Xn~l)(it+r) et parceqD*oa 

doit avoir »>1, (i>— l)(w+r) 5= 00 >r+ii; donc r+6<in(ii~l) et 

iw(ii — 1) — r— *>a 

Si iii~r=3 oa <n, on aara 6=s ou <m^^r, r+*=s oa <m^ et 

parceqne 11 ^1: 

«1(11— l)~r~6s=a oa >0- 

Dono si m >>r il est imposnMe qoa v ast oa ^0» Soit dono m tss r. 

On obtiendra de reqnation (69.) en remarqoant qne dans ce cas 6 ss n: 

70. r(»— 2) fis oa < n — 2. 

Maintenant oa n ss 3» 00 n^ 2. Si n ss 2, on aara: ou r ss 1, fi s 2, 

mss], Ott r8S82, psszl^ maaH^ et on aara doac:* 

71. m(ti— 1)— r— J+2 = a 

Llntdgrai (68.) dSvient donc dans ces cas ; 

72. f ^ %{^)äx 

J V^(ao + ^1 ^+«1 ^^) * 

Si n>2| on tirera de r^qaation (70.): rs ou < 1. Donc r=sl^ 
fiissl,' /pssn et 

73. m(ii--l)— r— ft— 2 = 0. 

L'int^gral (68.) dövient donc: 

74. /ipiSMl^. 

S<^ nuunteiuuit m<r^ oa aara «i^sl, on m;»> I. Si m/vasi, on 
aura; nssly po^i, rssn, d«sl, et 

75. m(n^i)^r—6 + 2 = a 
Llot^grai (68.) d^yient dono: 

7«, y_»W''* 



V(l+*^)' 



*) V«jBt h DOt. ik la Ad da nemoir» 



i^H^Hk 



ff. Bröehf nutmdtt swr /e« fonoU de Uk forme Jx'-rp-^ J {x^) (ä(xP))^ ^dx. 1 «3 

Si mp^tt on aura: rnnss oo >2r> oi(ii — l)ss oo >2r — tn^ 6 s 
OQ ^r — m et par conseqneot 01(11 — l)^r^b, et 

m(ii— 1)— r— ft > 0. 
Dans ee cas il est douc impossiUe que v s ou <^ 0. lies «eules fonctions 
de la forme (68.) qoi sont int^ables par le theoröine 8""* tant qu'oo laüne 
indeteroiiuea les coefliciens de x dans lea fonctioos ^(xp) et R(xp)^ sont 
douc les fonctions (73, 74 et 76.). Ces integrales sont au reste deja con-« 
unes« Pour donner nne exemple de TappHcation du tböorenie 8"*^ je vais 
cberoher riiitegraie (74.). Pour cela on peut supposer: 

/; ix) = a,x^-^ 
f^{x) « af^-K 

Les cquaüans (5 et 6.) deviennent dans ce cas : 

78. xl^(x) « /l(jr^— <)(*" — *")•-% 

7». ^(ar) = y; ^^ 2. (jj log % Ua, x"^"' ^(l + *• x^y]\ 

h MbxA nn nosibre constant, et on obtiendra de f eqnation (48.). en sup* 
posant %{x*) determine par F^ation (41.), n Htni po»^ au lieii de p: 



C— 



i*(^-5M^(a:))+-^. 



rf(«:) 



»»-t 



+ 

^-l/ fita;)^(ar) \ 



Si l'oQ suppose 9(ar") =s i, od aora eo yerto de l'eqoation (36.) et en de- 



«i^idotre 



V * j utrtftlHl 



„tu« e est 4eter««u»ee pt ^. 



\jw.» -■-'5-' ^ J-Cl+K-O ■ 



*. Broeh, m^molrg sur kt fönet, de ta forme fjc-i^^%(^)(ßHxv)')^'^dx, *<5 
on obtieodra tes eqoatioDs sotvantef: 

86. i atOf\' 0*02+ 7,0, + .». fja,_j4- icia,«i= ?>^ 

De I» 00 troavera tes expressiona soiTantes symboliqoes des qnantifes Oi, 
Oz, . . . . a»_t » dans lesqaelles on doit developper toates les pareatbeses- 
et renplacer lea exposans par des indices*): 

_ (/y-^)(y-*)(y--^..»(«-^)(*-- />)(«-/) ♦..(*-«) 

*'« — (/r-a)(y-a)0'~/f)....(»-«)(ic-,^(x-.f). ...(«-«)* 

^__ (« — Jl) (y.^X)(y — «).... (x — it)(x— a)(x — y)....(x — «) 
•» — (S:^)(y-i»;(y— «).»..(x— /9)(x— «)(x— y)....(x-«) » 

•« •••••• «»««tv ••••••• 

(/?~A)(y~A)(y-/g)....(«~A)(a-.g)(«-y)....(a~0 
"^* (^-x)(2'~x;{y-/ff>.,..(«-x)(a-/y)(a-y)....(a-f) ' 

Chapitre f • 

Sur I« sommation des fonetions de 1« forme y!r'-»'P-'§(jrP)V^(Ä(xJO)'rf«. 

En mettaut ces fonetions sons la forme /—;— — ^ ■ - y od aur» 
les theoremes soivants. V^C* (•>?'')) 

Theör^fM 9, Le mdme etant sapposees qne dians le (bereue 1*', 
except^ qa'on ait an lieu des eqoations (2.) les ^qoations snivantes: 

/ /;*^,p(x) = «p-» («„+«1«^+«,«'^-»-....), 

et qn'on a; 

87. J>(x):= / --^'f(^)^- ^ 

•^^ (xP— aP)V(Ä(J^P))"- 
jSKcJlogl^^(Jr) 

88. G'(:p) =s -i; r 



I.»»— 4 



OD avra: 






•) Voyes CaucAy Conrs d'Analyse pa^. 80. 



I M s, Bro ek, m^iMirf »ur U» fönet, ie Im ^mefs^'^* %{j>^)itL{jf))^ ^ rfjo. 

Les Talenra de e^ Ctj .... c^ dam le prenier inttnbre de cette 
eqoatioD söront determio^ par les ^qoations.soivantes: 

Denumstratitm. Ponr dömootrer qae ^(jp) dans ce cas devient ane 
fonction eoUere de x, od peat faire osage de la mtoe m^ode qae dans 
la d^monstration du (höoröme 1". An liea de reqaation (10.) oo aara 
daiüs ce cas: 

et en siibstiiaaDt la vatear de Ss.* 

9t. 2« SS ^»-{.»(m— l)+|y2A, 
expression divisible par p, Donc fl'dr est ane fonction entidre de x''. 

Kn muUipUant maintenant Teqnation (14.) par 



c\x-^'%ixP) 



(jrP-aP) V(R(x»'))-* ^{x) 

en (rouvera; 

Mais on (ronve de Veqo&tion (16.) 

94. ■ ' '^ ^ = C^»^. 



V-fJKjr»»))' 
Donc: 

On a muntenant 

Donc Si JAC^) C^i4^~ii'(J?) est nne fonction entiire de «.. En faisaat ponr 
abreger*. 



97. K'{x) = x*->P-'Fix^) 2* C»+.^(«)*A (*), 



«-1 
S 





's 



ttwKwlir§ 



«8. 



oa V(ar) «rt iine fonotioo enti^ de «» on obtiendra: 

et de U: 

^ X'(s) 1 y(a) t_ / A'(«) V 

El intögnuit nmuiteaaiit et en remarqaant qoe: 

00 aara: 

101. C|P(a?0 + c^P(^t) + . . . • c^P(a?^) 

_ p , f(aP)^^(a) 1 / jr*"yp-'F(^P)^H3;) \ 

Les cinq theoreme« saivanto peoveut faoilement ^tre dämoDtres de 
la ffldme maniere q«e len ihtordmes 2, 8, 4> 6 et 7« 

2%<x>reoia iO« Si Ton a TequatioD (33.) et si les fouctions Ci^s{^) 
et Cf,{x)M{pf) n'oot paa de divisear comniony oo aara: 

tot. Ci mi P(ari) + c^ nia P(^a) + . . . • r^ m^ ^(^^) 

TAmt^!»!^ ^/. Le m6me eUmt supposeea qoe daos le thöoröme pr6- 
cedent, si Ton fait: 

103. P(a.) = /":^^^^^"^>-^" ^, 
OQ aura: 

ThearSme 12. Lea aoppositions 6(ant les m^mea que dans le th6o- 
rdaie 10 » ai le degre de {F(af)Y aagmente de ii5 est rooindre que celui 
de {R{x^)Y'' augmente de n/^CY + l)» ou aura: 

106. c,m,P(xO + c,m^P(x,) + .... c,m,P{x,) = C+ f^^^ 



168 tf. Brach, memoire sur le$ fönet, de Ja forn^fs''^rP-^^{xP)iR{jflyf^äxi 



18. Le möme etaot rapposees qoe daiis le thtereme 11.» 
81 le degre de (F(^))'' aagmentö de n^ est moiodre qoe celoi de (RQt^)T"^ 
aügmeute de npy^ on aara: 

105'. Citn^P^Xi) + CsOisPC^rs) + • • • • ^u^iiP{pii) = C* 
Thioreme U. Si roo fait: 

^ (x^) etant ime fonction rationoelle qoelcouque de w^ dÖTeloppee en frao- 
iioos partiellea par röqoatioQ (41.), on aura: 

107* ri«ii P(Xj) + C2Öi2P(a?2>+ • • • • ^/i«*«P(^/i) 



=.C-lo(.--5(^)^-...,,.- .W 






+ 



t,-.l/ F,«)^(a r)\ 

Poar troaver le nombre des coefBciens de x daos les fonctions /)_i («), 
A-3(^)> ""flipp)} /o(^)) seit le degrö de A(«'') 6gal a /»m et celai de 
/*—,(«) » ßtP + ^ß't parcequ'oB des tennes de yp(x) e«t (/U/*))"(Ä(a^))"~*» 
la plus petUe valeor de ft sera nß^-^ra^-^in — 0m* En supposant main- 
teoant dans la secoode des ^nations (86.): 

od A desigoe an nombre entier, on dl>tiendra: 

109. f, (X) = a?"*«+-e+5>- ( Ju + ftj «^ + », 0?»»' + . . . .). 

En donnant dans cette expression ä v snccessiveaent les Talenrs 0, 1, 2, . . . 
. . . n — 1, et en sopposant ^' ^gal ä la diff(§rence entre r et le nombre eatier 

contena daos iXlLtfk on obtiendra les formes de tootes les fonctions fo(xi)f 

ft(x), ..../,-i(a?). 



Le degrö de fy(x) doit donc 6tre de la forme v+^a^+^/hr-n^yp^ 
Mais daM 4/(x) il faut ae trooTer an tenne de U forme (fv(,»)Y(R(^))% 
doot le degrä doit dtre dgal a fifi oa moindre. qpe (np. Donc: 

lia ii(r+g+a^+^>-.»+37i)+riii;> == oa <{nß^+ra^+(ß^-^i)m)p, 

et de U: 

111. y= oa <ß,-|'+l2Hb^^^z:l=ü). 

Bn ddaignant maintenaot par ^, le nombre entier 6gal a ^ ^^ ^^ imm^ 

Aatement moindre qne cette fraction, la plna grande valeur de y doit 6tre 
= ß^ — ^^ + f«.^^. Le plus haut degrö qne /vC^) peat avoir est donc 
•^+f + 0^ — ^'hßfP+Pff^'^^^' Qr ce degrö n'est jamaia trop grand. En 



eflet le Assrö ^n qoelconque des termea de ;^(^) qni ont {B(p^)y poor 
factenr, (mt 6tre 

11«. ^{u+Q + a^^n + ß^p + qn^^p)+vmp, 

en donnant ici a ti de ralears telles qae Sti a vn. En rednisaant il 
ddviendrä donc: 

118. vn'\-nQ + a^n^n^+ß^pn+p^gn^^^+vmp.. 



Maintenant la nlna firrande valeur de p^a^..^ est 



n 



.*. % 



114. ps (!L:=qj2fK«+r) « ;,(n-g^r)(m+r> 

En anbatitnant dana Texpreaaion (118.) on roit qne le degrö d'on terme 
qnelconqne de ^(or) deTiendra tont an plns: 

115. a^H'^ß^pn+pnm^^p^m = fip. 

Donc fy(x) doit 6tre du dögrö v+^+a^-^n+ß^p+pf^^^^ 

. Bn döaignant maintenant par ly le nombre entier ^gal a y^ ^ ou 

immödiateapent moin^e q«e Potte fractiqn, m vpit ai^ement gue le nombre dea 
coeflBciena de fy(x) doit 6tre /v— r + ß^+y^^v+l> ^* le nombre dea 
coßfficiena dans toutes lea fonetidna /o(a?), fi{^)^ «••« A^iC^) ^g^ ^* 



»--* 



116. ß.n— r»+ii+S,(y,:^+iL). 
Pour trouver la valeur de 2v(0 soit: 
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VI9 ä, .Rr4ck, mimäf9 »wln /(Mcf* d^«i /•Mi«/r«-Yi>-^9(«»KA(«»^)'^>«>ifxv 



Ml ttOWfXIt 



118. 



4« 


'«♦ 


• 


• 
• 
• 
• 


• 
• 

• 


( 


*p-gf 


= 


«e+l, 


• 
• 
• 


• 
• 
• 
• 



'p-a^e ^^ ^e+^^ 



i^; 



*)p-ft 



• 



V^f^ 






Donc: 4 

11». ■£/;, = »«,+ry,+(l+2-h....+r—l)/» = r(ß+a,)+^^^^. 

De plus on a: 

»—1 *-» 

1«0» 2.9»-(-« = Su^K— (»»+r)(f--l), 

. . 1 , ' 

et en deirigmüit par V le plus grand commanTactear de 014-** et n.» 

181. S„y, ; ^ --^- J 

donc : 

128. 2»f*..^ s« ^--^ ^ — '-^ («+')(e— IX 

n— 1 n— 1 

Bq mbstilttMit CM^ vafeoni de Z„ <;, et de 2„ 7..^^ daos Pexpree- 
flion (116.y Oll troWert qoe le nombre des coölSeieiis est ^gal k 

Eo remarquant maiiitenant qu'on de ces coSflBciens doit dtre Jode- 
peodant, le uombre des eoSfficieos qa'on peiit deterouDer par les fA ^aa- 
tions (90.) sera: 



tf. Br^, mimwite §ur k$ fönet: de I0 fmim fä:*-rf^^%i^)iE{3^)^^^ 17t 

Le oombre v des quantitös x^ 9%^ ..9. w^ qni dotvent Urt dtMflmn|6eB 
par les mömes eqaations (90.), sera donc: 

124. V = fn{n-i)-r-b'+2^ ,, r 

et OD aara le theordme sairaot 

oa $(d^) est une fonction rationnelle qnelcoDqoe de afp R{a:^) um fbno^ 
tion entidre de a^ da degre m; «, |f et r des nonbres entiers qaelconqaes 
et b* le plas graod commaii factenr de m^^ ^^ ^Pß 1^ somme d'un 
nombre quelöonque de fonctions de la forme (1S6«) sen tmijoimi redaetiUe 

a an nombre ^^^^~ V"^" de fonctions de la m6me forme, dont 

les variibles sont meines d'nne i^quation da degr6 /^^^^~ 2 ^"^ ^ 

et a nne ezpression algöbrigne et logaritbmiqae« ! .^.. 

Si y^ oa <<0, la fonction (125.) devtent intögrable« On doit donc 
avoir dans ce cas: 

126. iw(n— 1)— r— *' + 2 = oa <a ' 
De I» 00 troave, en sapposant: 

mtt^b'(d-\-iy-{-2ss pu <ZQ, 

(in-4-r)(<f+l) = oa > 4(f»n+2)' 

4 . i ^„ ^ mn+*2 

1 + "5" *=* OU, > - — jt-. 



* • (■ 



I «•• ■ • • 



. 1. 



et pareeqae ds^ ou >* 1 : 

....... * . • • ■ ''»<.; 

et de \k 






128. ,n«.Qn<2+?^^. 



(,i^l)_r— *'+2 > n— ft', 

St« 



« 



in it, Broth, mimoSre ntr U$ fmet, ie tu f0rm€ fs-^iP-^9{s^iRUciyii^ *f 4s, 

et paroeqne i^ est tont wa plos egid a m 

v> a 

Si mBB2) OD Mira» 

« = r, 

«(ii_l)— r— ft'+2 =. n—V, 

On doit done avoir h'=i.n, Mais V doit 6tre nn focteor de ei+r hb 2 + "/ 

donc : 

129. naa2, rrs2, /»=!, «=2, psa 

L'int^grale (185i.) devieat dooo: 

Si «asl, oa ticera de r^aation (lS8.)r 

» SS on •< 2r. 

Done on »t=:2r| on Jiesr. Si iiss2r, on aora: 

g,(n— l)_r— *' + 2 = r+1— K 

Donc, la plos grande valenr de V dtant «4*'* *=> '*'4't> on doit avirir: 

r+1 =s *'. 
Mais n SB 2 r doit dtre divisible par Vi dono: 

131. rs=l» MS 2, ;rss2, «sl^ vasa 
Llnt^irale (Itft.) devient donc: 

Si nsar, on anra; 

«(n— l)_r— »'^+2 CS 1—»'. 

llidiiteiiaiit V doit dtre an fiMsteur commim de m-f^ ==: ^+1 et de n; 
dooc V^ssL 1. e(: 

188^ A^r» mal, vsOi 

Llnt^rale (ISft.) devient alorst 

184. f^^SM^-^ 



v(i+c*y 

Dono los fonctions (180, 188 et 184.) sont los eenle» fonctfono inl4grabiea 
par Ie tfatorÖBO 16 laut qn'oa Iftisse iod^nninäi les ooöfficiens de « dans 
((«0 ^ A(«0> BUm sont an rtnte d6ja oonnnw. 



Chapitre 3. 

S«r la pednetion des integrales de la Ibnne / — ;; ^ — ■ — «otre elles psr ies 

Ib&eliolUi algäbriquesi 

Soit 9(^) nne fooction ratioanene queloonqae de a^f wk pent, conuae 
00 amtj d6coiBposer ar-^^^^^af) en plusieoni termes de b forme Aaf^^* ' 



et ^ 9 0ii ^Dt an nombre entier qoelconque positif , 7 le nombre 

entier contena daos ^^-^^^ et m an nomlgre entier positif 00 negatif egal » 

— V on plus grand qne — 7. L*int6grale proposöe est dooe deeompesable 
en plnsienre aotres integrales de la forme 

^ yriR(xp)y •^ (xP—4^y^^y'iR(sP)y' 

Neos allons cherober les rödactions de ces integrales separement et en-- 
eemble.^ 

-j eatlre eUet^ 

Poor tronver la rölation la pk» g6n6rale possible entre fes inte» 
gralee de la forme /-^ ^ et nne exprewrion alg6briqoei il iaadra 

dierdier la fonctipn algebrique la plns generale dont la diflEerentielle prat 
oe decomposer en termes de eette forme. Or on sait qne eette fonction 

m 

algöbriqne doit ötre nne fonetion ratiennelle de x et de /*(il(^)). Une 
teile fonetion pent tonjonrs Atre mis^ aons 1» forme snivaate, en designant 
P*r Ori^) WM fenction entiöre de xt 

135. /tr, /-(«(«P)» 

En diffikeutien^ iiiie qneleonqnfi^ des ifenetiefis eentbnnes dans le pr^ 
mier teme de second membre de eette Ration, oft obtiendrAt 



174 «, Broek, mtmairf Mar It» fcnel. ie l»form»ße-rp-*%(4ei')(ß (si')y^'Pds. 

136- d(QXa:)htK^m^ n ^" (Ri^)'-^ + i Qri^)'^)^ 

De la 00 voit qn'dtt doit avoir; 

137. n — y s=s $, 

ld& V SS n — 9. 

En differeotiaut uoe qnelconqne des fractioDS da seeond membre de 
r^vatipn 01SSO> on oUieadra: 

''\._ 139. d{^^^^'^) 



Afin qne le coefBcient de ^ dans le «econd membre de cette 

eqnation pnisse deyeuir 009 fooction entiere de x, R(af) doit dtre divi- 
aible^par (cf — ^Y'^^i dooc p^^cr^ c etant an iiombre eotien Cbaqae 
terme de ce coSfficieot dövient dans ce cas de la forme ^^h^^^h-^, oa / 
dans les differents termes doit avoir toates les valeurs entieres depuis zero 
josqa'a c — 1. Mais toates les termes doivent 6tre de la forme x^^^*^^; 
donc : fr + ?=='+ ^/^9 ? =^ ^ + ^P'^f^* Ifaintenant dans r^qoation (139.) 
ö doit 6tre constant tandis qne dans le developpement da second membre 
de cette Ration f doit avoir toates les valears entieresr depats jasqa'a 
/f^rrJ^* ßpnq.p~l«P;i,f=.l-, r^fFP^ f — ^ + ^, la «olodre Falew de 

e etant le nombre entier egal k oa immediatement plos grand qne . 

.' P ' f 

Si on designe ce nombre par — y\ on aara, parceqoe q doit ^re moindre 

qne r^^p: 

• 140. f eaa S^YP- 

En BObsfittmiit tefei valetirii'Vle V ät ^ Aans les' ißqaalioüs (1^6/ 1)6 
et 1390t ot en sopposantt 

on obtiendrtf •:,_.;; '., ho .i,{,!KUyi 'j'.yin il) 'j'i'J«r-.nct Uwyi' t f -• '.'".ivy • )\ 



149. rfA*»/'CÄ(a?P))) a **'* 



, ' 



'' [b(*^^+^.0(*)^ 



ni«(*p)r 



v*(»(*^)r t 






BIÄis 



>. 






+»■ 

rr . . . , . 

Donc, en comparant les deax membres de röqaalion (143.) öo yoiijuin^ 
ment qa'on doit avoir: .-. . .j. 

Doog: 

.. .»'«1,0?^» +(«+;») «lar^»^» +....(*+ A/»)«*«?***'^« 2, (#+«») «.a?**«^, 

eu römarquaot qne qäand » est divisible par jp, od a' y sd: y?^ 1 » et 
» — y'p SS 0, mais qaand « a*e«t pas divisible par p^ qu'oii a y's 7. 

Bn snb^itBaot oes valears 6ibQ(st) et de ^^^ danc^ r^oatiöh (1430 

et en d^veloppaot cette ^uatioO) on troarera aisement qae le coefBdent 

de «*t^*daM le dMoppement de I^R{af}i^+^Q(ic)^f^) est 

De mdme on troovera qae le coefficient'de x'*''^' dans le döveloppement de 



n 



% 



A'lVude de ces öqaations on peot determifier les eoöfficiens de fi^. et on aora: 

11 

Peur determiner les coefficiena de la premidre et de la troisieme exprea- 
flioQ de R{af) daos requation (141.) a Taide de ceax de la seconde, od aora; 

^'^ 150. ö. = c 



\ • 



^^*C ( r«rM)>r«.+i)....r(M-i) 

"T" fy t''rW,+i).r(/j,+i)....r(/?,+i).r(#;--^,+i).r(#,--/y,+i)....r(#,-/y^i) 



l&l. dL „ SB <; ^ 4* Stf S« •••• Sa 'Sa 



•/-* 



• • « 



I « 



^ / r«,+i)r«>+i)....r(Vi+i)r(fH-i+i)...rr(f^i) 

^j ••.r(<^i-iV»+i)r(*e+i-/*rf«+*)—r(*7-/Vf-i) ' 

Bo donnaot mainteiiaat dans feqaation (149.) i 0* saocesanyement les vaiear» 
— 7, —(7 — 1), .... +'*> on obtiendra tons Im coSffideiis de i9 et de 
mka» toates les ^nations qoi r^ltent de l'^galitö des deux mendves de 
f eqoaüou (143.). 9o ydt de plus' par eette ^nalion qaer. 



«. Bf ek, mdm^bre tvr tu futet, 4* la fwmtfa^"»^ % («p) (Jt (orP))^ '^dx. I TT 



Bn int^praDt I'^oation (143.) ob obtieodra: 



jr*+('"+»)i>-irfjP 



^^ V(ji(arp))' *^ V(Ä(xp)y «^ V(it(*p)y 

" / ^ *r^ A, ax*-r^\ 

Cetto eqnation presente I» relation la pli» generale exprimable par des 

;; ^. 

Le premier membre- de cette eqaation est eo möme temps riotegnüe U plu 

^ , 8 etaot nne fonctioii eotiere de x deter« 

minie par reqnation (144.)9 qni est intögrable par des fonctions algebriqoes. 

Eo sobstitoant les Taleors de er dans requation (149.) ob obtieadra 
les m + A + 7 + 1 eqaations suivantes : 

164. / /^-cr-i) = ^(-(7-1))+ s/g^ J,„ .E,^^(_(^.i)), 

Le nombre des qaaiitites determinees par ces eqaatioDS doit ötre egal 
au nombre iii + ^ + 7 + 1 des eqaa<ions. Mainteoant le nombre des. 
coefficiens de Q(x) est k + y^-^l et le nombre des quantites Ay^^ est 
ti + t2+...*tg — q =^m — ar — y. Donc s^+q+y — 7' parmi les qaantites 
f^y f-^y^i) j •••• fm^i doivent dtre determioöes par les ^oations (164.)} les 
antres seront arbitraires; seulemeut on ne poarra pas les sopposer toutes 
Egales a sero. Eu efiet, par K eqnations entre K inconnaes d'aDe forme teile 
qi|^ n'j a pas de termes ou les Inconnaes m se tronvent pas^ on ne poarra 
d^erminer que K — 1 inconnaes^ et on obtiendra nne öquation de ooodition 
entie les coefficiens des Inconnaes. On peat donc sopposer: 



156. }/-+» ^""^^ 



on obtiendra en sobstitaant ces yalears dans röqnation ( 
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178 tf» Broeh, mfmoire $w le$ fontt, de ia forme/x*-rp^%{xP)iR(xPy)- n» ix. 



^ yriRixpy 

__ f p x'ryp-^d x . - fx -^-^)P-^dx . - /* jr'-H*-H-y'-i)p-»«fx 

"oor dcicriiiinGr ^i,ii «»2,19 • • • • ^^w— 1,9> ^•-y'^ ^— (y*— 1)> • ••• ^a> 
on aora les 6qaalions (155.), et par les ^ + 9^+7 — 7^ premieres eqaa- 
tions (154) CO döterminera eosoite /l^i ^-1)9 •••• /I^h^^^.i. U y a a 
remarqoer qae Ia plus petite valeur de k est — y^ 

DoiiCi afin qa'ane fonction de Ia forme /— 5 ^^-^ paisse dtre 

integrable algebriqaemeot il faat qa'oo ait oa a; + 7 ^=^ ^ ^ ' divistble par 
y, ou les äqaations suivaotes: 

157. /Ly = 0, /L(y^i)=0, • . • • jf*4^«.y/-i =s p. 

On Toit aisömeot que dans le premier cas 00 aura: 

Sn sopposant done: 
Fintögrale donnöe devieodra: 

r, a, p, e ^tant des nombres entiers pomtifir qoelconques. LlntegratUm de 
oette fcHiction s'exeoute ordioabreiMiit en mettant y -f* ^ ^^ 1^^^ ^^ ^9 nuib 
eile pect anssi 6tre fiüte a l'aide de F^oatioii (156.) eo d^eomposant ^ d'ime 
naiiiöre qoelconqae en deox faeteors 7^ et t et en fittsant: 

L'^oation (158.) d^endra donc: 




«. Breek, atdmoirt tw le$ ftmet, de la foim»Jx*-n>-^%.(si'XRCxP)y^'Pds, 179 

159. f^-'^f^ 



Poor determiner ili , A^^ .... At^^ 0_^, 0_^^_i)) .•>• ««-y«-«) oo aura les 
«qoations snivantes; 

/>(-7) + 2I J,.fi?,(-7) « 0,. 

i 

160. . 

!>(«— ^'_l)+2, j^.fi^(a_^'— 1) = 0, 

Afin qae le nombre des coSfficiens de Q(^x) devienne le plus petit pos- 
sible, / doU $tre le plas grand factear de e, simple oa coinposö, dgal ä a 
oa moiodre qae a. 

Dans le secoud cas, si on a led eqaations (157.), on determioera 
par la Ä + y+7 — 7' des a^+fl' + l quantites ä^, Jj, .... ä^, Cy, Ci, ... 
... C:, et en remarqaaat qae y := 7' si ^ n'est pas divisible par p, et 
ry^ SS 7 -f. 1 sl ^ est divisible par p^ on voit' qu'on peat deterroiner les 
coefficiens de R(af)y ei s etst divisiUe par p, pkr dea:^, et, si « n'est 
pas divisible par ;?^ par dne d'entre elles^ de qLaniera qae la fonetion 

f~ ^I — £ devient int^grable algöbriqnement * On voü aisement qoe 

^ V(Ä(a:P)y 

les differentielled qoi sont integrables algebriqaement daus ce cas, les coöffi- 

eiens de B{xp) ^nt qaelconqnes, sont les mdmesque dans le cas precedent 

• — ^ «itre eilet et «tx int^mlet de la fSamie 



/ 



t^n>^^^dm 



M> • 



I* • 



Ponr rMuii^ cette integrale 11 fant, .€amiiie!X>q| ]ß vott par Teqaa- 

tion (im.) qa'on ait 

28* 



161. f{x, ÄÄ(*^))) ' 

7'' (xP-^f "**T'r' (x^-jp' 

Ett differenfiant cette ^oation on troavera: 

ViR{xP)y 

dR{xP) 

4x ' ' 



±k 






V-(Ä(jrf)> 

Bfaintenant on pent faire 

Pow d^enniner Aq) ^d • • • • A»* >I 'Aot mettre af-^^ aa tien de «**, 
et on aara alonr en aobstitoaot ponr R(ji^) sa valeor d^temiinto par 
r^oatioD (141.): 

De tt <» Hnx 

IM. #, — a, + 2-, r(r+i).r(p~»+i) 

En snbatitaant maintenant la valeor de R (af) d^rmin^ par T^qm- 
timi (16S.)> es döveloppaat et en remaniaant qoe, paroeqne on «/esy^-i, 
oa y^sy, on a toigoon: 

on (ronvera: 

1. I. *-t t ^ I *-* 



^ 



*. Br»ek, mMotn ««r;fe# fönet, 4e Ja f9rm*fs*^rr-*%Q^)iM{itfyf^dx, 181 



oa 






«+r 



16a I, = s/C(J,,,Ä,.,(y-7)) 

t t 






De pitts OD peot toojaan fiiire: 



iw. '^'i^\(af—^y s=r'i^k;xi^y 





0« 



So flRibstttiuuit oette valeor dans röqoation (16(l») et en soppomnC: 

171. k^+i, = T, 
OD tronvera: 

in. 9-,^f^r,^+S,(pt^)]. 

Eo doDnant maintenant k y dans r^natioo (167») tootes Im valeu 
eotürea depiuB — n jnaqa'a m+7— 7' — 1 e( daoa las ^naüoiia (168, 1? 
e( 171.) a y toolea lea valenrs entiörea d^pais josqa'i 01+7— y— 
on obtiendra tona lea coöfl^cieaa de fiF et de mdnie teiitea lea ^oationa % 
T^aulleiit de r^gäCtö dea deux meoibrea de röqoation (166.). C!ea ^natioi 
aeront donc lea m+t^+y~y eqoatiooa qoe voici: 



Wi 6, Br»9k, m^mtUn tm tat fm*, de Im fafmtßc-n-*%{4fl)iM{^f^ ^ dx. 



f 






+ «-, ("V~2|»-. ?^> +«-/;^)] 



178. 









I • 



I J . I 



Bd iatögrant mainteoatit f dqdatiöii (*1^^ otiüeii<fra: 



L - 






T **-» / 5~' t" . . . . «_» # ;; 




8 



mSmür^ 



^:^^''hB(^)y-{ ■^ + l^^. + ^^^.+-"7zr^^^^ 



+ 



n 

Le nombre de« coefficiens dea qoaotitöi de 1a fomie: — - — ■ \r 
dam le second nembre de eette öqnation est u-^l, et celai des coSfBcieiia des 

qnantitea de la fonae ^^'''^^^^P est ^ + <;,+.•„ «,—f«m~ar—^ 

Oa aura done par la m-j-u — «— -^ — 1 quantlies determiuäes par les 
•• + ti+y — y' ^aatioii8(178.)} donc «^+y+i+7— 7' parmi les qoaoti- 
tes: TuyTi, •••• r,m.^^«.i9 A?_i,^.2y «• A(La dcHventaussi toe determin^es 
par ees equatioos. Les autres seront arbitraires, sauf qu'aa moias uoe 
d*eutre elles seit difl%rente de zero» De plus on voit par les ^uatioos 
(Ml et 19S.) qae if doit tonjoura 6tre plus grand qae ranit^ On pent 
doDC snpposer: 



176. < k^w» 0, 

*-» SÄ 0, 



A^ =-1, 



et en snbstitaaiit ees yaleors daos requatimi (174.), on obtiendra 



164 tf. Mr«ek, mdmoirt $ur ht foitet* dt la formt /x*-n>-i 9(«f>)(Jt (jf^^^ds. 



17«. 



/ 



ijrP—^TVCR(xP)y 






• • • 



(jrf_^)V(Jl(4^)y »^ V^(Ä (*»»))• " V(Jl (**»))• 



••• '■«+«+r-r' 



/* xHK'-H-r'-i) >»-» rfx 



V(Jl (*»»))• 



Par le8 eqomtioQs (17&.) on d^terninera les coöfficieiisili, A^^ A^^ .... A^^^ 

^i.u -^i,2> •••• -^ir*»^' '^^ cöefficien» To, Ti, t,, .... r,+^+y.^.i, k^ 
0eroBt eomiite determinefi par les eqnations (173.)* 

L'öqaation (176.) doit tonjoim Hn employie ai ko n'est pas zero, 
OH 4u g^^^T^sszO. Dans cea cas eile devient iUuMire eooiBie oo le woH 
par la demiöre des öquations (175.). Dana le premier cas, n A^ s=s o, 
x^ — ^ devient im iaoteor de Bi^)^ comme on le voÜ par r^^fnatioD (1M.)l 
Siqi^poaona dooc symmetriqaeiueiit : 

177. . €b + ^i«^ + Ciiü^ + #...c^a?*'' 

178. tg^i S=S tif^ CS ••^. SS /^^ SS 1. 

Si mainteiiaat ^ss&yy U y anra dans AC^r?") 1^ fiu^eurs de la fenae ^-^^ 
et OD aora A^ s:^ A| es • • . • =s A^ _| =s 0. Dana ce caa lea qnantitea^ 

k^uj A:_^u-i), .... *-(M-# ^.1) .deviendroot ^ales a zero, ce qtfon voit aise- 
ment par les eqoatioDs (173.)l Dans ce eas on doit donc snppoaer an li 
des eqnatioBB (175.) les eqnations süivantesi; 



• - • • • . a ■ « . « 






179. < Ä_, == 0, ! 

k^ es 0, 



I 






«. Brtek, memoire tttr let fwct. ät ta f9rm/x*-rP^%{,i(r)CM{jlf)y^iix. 185 
ti OB tiref» de reqmtion (174.): 






x*-i^«rf* 



V-(il(*^))' 



180. / 

+riCy)/ 



jf* TP-^dx 



j:«-(r->)>>-*rfjr 






.f«'K»+9-y-*y>f-» if X 



«-»^/•(JlCaf))' 



^ 

(^ 






n^c*'))' 



00 00 pent donner » « toate« les Tdenra entieres positires plos i^andea 
qoe ty. DoDC tonte» les foi» qo'U-y-» dano AC«**) /yfacteara de la forme 

af — *, on peot toojours exprimer / ;; (« etant un 

Bbre entier positif qaelconqae) par les 9+*+ 7 — Z-'^+l iot^cndet 

7^J IZZTZZT' y 



/ 



V"(»<J*))' 



el par uae 



expresinoo algebrique. 

Oaiis le seeond cas, si ^('-t^-^o s o, et par eonsöqoent ^ ss et 
1 4- V'—v' SB 1 . on voit par les dqnations (173.) qne Al» doTieadni ^^ 
a £dro, nais qu'on ponrra alors faire A_(M_t) ss «— i. As lien des löqua- 
tioos (176.) on aura doac les dquaiions snivantes: 

/ T^ = 0, 
»—» =• 0, 



181. 






0, 
0, 
0, 



n y a a remarqaer ici qoe par cequ on a 7^7^, ^ ne sera pas diviaible par ;>, 
et que A^x aora par consöquent aoe valeor fioie^ »i on n'a pas en meme 

CielWs i%jm»\ d. M. Bd. XXUI. Oft. 2. 24 



IM it. Br^eh, mSm^ire sur le$ fanet. dt Ja fmrmefx^rp^9{x^)iR{jc^y)^ ^ 4x. 

teoips Ao = 0) oa n aiicune des qoaDtites by a'esC pas egale a a^ro Ce 
cas excepte, on obtiendra de r^qaatiou (174.) 9 en marqoant les quaatHe« 



18» 



• / 



x* KP Kdx 



jr<"-«)^ir(il(xP))* 






x—TP'-Kds , (11-1) /•je*-ir-«'>-». rfjT 



V"(Ä(*P)) 






v(Ä(^)r 



+ . . . . Ty4,i-.iy ■ 



'xM<»f«-r-i)i^-».rfx 



v^CÄ^**))' 



oa OB pent deiiner 4 u toates les valeors positives plas gnmdes qae Vnaiibi. 

r^ — '■ , m ötant an nombre entier qaeloonqne, « n ^Mt 

pas divisible par p, et B{3^) n'etant pas divisible par d^, peut donc toqjoan 
^re exprimee par les q-^z integrales 

/ x-rr-*.dx / *x—ir-»p^.ds /* «•«»♦•-y-*)i^.rfx 



et par ane expression alg^briqae. 



V(Ä(^))* 



Si enfin H{a^) est divisible par dr'*, e< qu'oD a par exemple hg 
on sapposera aa lieu des ^qoations (181.) les equaiion» aiiivaotes: 

= 0, 
«0, 



183; 



fm-t. 



*-. = 0, 



&_ 



(l»-(^3) 



0, 

— 1 = ^ 



et DU tirera alors de I'eqoatiou C174.): 



-i*i,(*-(«+y— l)f). 



0, 



ir. Br»eK m^moir**ur te$ fnnet, de lmf4trme/s-it^*^(sP)iM{s^'f'Hx, 187 






ar^, 



j^ — ^ , m 6laDt 00 Dombre eoUer qoelcoMoe, 'V = 7' 

€t i;^csO, est par coDsöqaent redoctible aox q^z — t^ iotegrales: 

, / — ;; j • • . . / 

et a one expressioo algebriqoe. Dans toos les aotres cas qoe ceox qoe 
DÖos veooDS de coosidörer cela est impossible. 

Poor troover ooe relatioo eolre les fonctions de la foroie 
/ , ' ^ il faut eo vertu de ce qae oous veooos de dtoootrer 

qoe «**«— ^ seit od facteor de R{x^)^ oo qoe y s= et 7 s y^ Neos 
eonsidereroDS dooc separemeot les (rois eas soivants 1) si 1+7 — /— 0, 
t) A 1+y — 7' SS 1, et si ooe des qoaotit^s hy p. e. hg =s 0, 3) si 
14-7 — y'ssl et aocone des qoantites by o'est pas egale a z^ro. 

Seit dooc prömierement 1+y — y = Oy et par soile s — y^p ss 0, 
s^^ypessp. On doit alors faire: 



18». C/- £rli£_ + c/ ^^^ ;+.... C^^- 



.dx 



(^-^)V"(Ä(*<'))V iä^-toyi*(xp)y ^ (x'--ir^,)}rcn{x^)y 

Eo sidisCitoaot ki poor /- ~- sa valeor tiree de T^oa- 

tioo (1800^ 00 oora, en remarqoaot qoe T^4«^y^i^^(>*)=^0 tootes les fois 

qoe fi > 0: 

«4» 



188 S, Broeh, mämoire »ur U$ fw»ef. #« Ja fwme ßK»-rp-^%{jfi>) («(jcp))* ^4x. 



• • • • 



(r,+.^(r) c,)/ 



V(Jl(4ri')y 



rfx 

Ell differeotiaot cette dqoation et en diviBant pur -^ » oa (roayen: 



2, 




tr / »— » rfjt(j^) \\ 

[/n— #rfÄ(£P) 

Ell muftlpliant maintenant les deax ■embres de cette dqnation par 
(»p— *f)(a!'* — 4f )....(»'' — ^^^) et en oiettaot aa liea de «^ saooessH' 
Tement l^, t^, .... ^^, on tronvera les eqAatioos Baivantet: 

188. J0 = ll,.(2)+C,^,.(2), 
So sabstitoant ce» yaleurfl dana Feqaation (187.) on aara: 

[/ »—• rfll(jC) Xl 

En comparant daos cette equation les coöfficieoa des poiwaucea egales de x^ 
OD trouvera les m — 1 equations sairaDtes: 



I l » 1 

« X,S,S,(ll,(e)+C,J,(e)+CVA.^(y))Ä..,(f+«-7-l), 

». Ä • # 

= %iX(Br(0+(^Ur(0+c,A,„(r))Rr„(m'--y''i)' 



111 



Oq aim doBC en totalite m -f* ^ + ^ — ^ eqaatious, aaxquelles les m -f* 7 + ^ 
quaDlite8B,(l),B,(l) B,^(l), fl,(2), Ba(2), ...• Ä,^^(f+ar), d, 

Ca 9 ••... C^c doivcfnt satisfaire. Si dotic les coefBciens des iolegrales du 
preaier membre de requation (166.) ne sont pas, ou egaux ä zero^ ou a 
rinfini, one de cea iot^gralea doit 6tre redactible aux 7+^ — 1 aotres 
^ & ooe expression algebriqoe; mais cela est impo88ible, en verta de ce 
qae oow venoos de demontrer dans le paragraphe prec^ent. De plus, si 

une des quanlites de la forme ^y{rr(y)Cy) etait infiuie, une ou plusieurs 

des quantites Cy devaient ölre infinies, ce qui est impossible, comme od le 
Yoit aisemeot par les £qoatioDs (1870- Oii ponrra donc au lieu des 6qua- 
fiens (190.) meltre les equations suivaotest 

=. s]|s/£!(Ä,(e)+c;^ce)+e^i<,.,(r))«?..e(-7). 



= s's/^!(ll,(f)+C,.l,(f)+C,J,,,(y))S„,(y + «~Y-2). 



Bn ddBiuuii « aoe des quantites Ai(t), ^2(1)) .... Jff, (7+^)^ 
Ou d,..*.. C^t vne valeor arbitraire diflerente de zero, et eo de- 



lt# 4S. Bröehs m^mtAre #tir les fofict. Je la forme ßc^-^rf^^ 9(J^)iJt(jcP)'f^Jx. 

teminaot les aoires par les eqoaiions (188, 191 et 192. ), röcoatioD 
( 185. ) donnera la r^lation cberchee ealre les integ;rale8 üc Sa forme 

/- ^ ^ . Si de plas quelques unes des eqoalions (188, 191 et 

199.) dependent des airfres ^natioDS, od poorra faire egales a z^ an mäme 
jiombre de quantilea C^, A» •••• C^^ji. 

Supposons daos le seeond cas que 1 +y— /' — 1* ^" 7 = 7'» ^ 
b ^=^0. Ob deii alors snpposer i^oilioa solvante: 



193. 



^■/: 



x—rp~^. dx 



(jr^-ftf)V(B{jcP)) 



:+^/; 



jT^rp-«. rfx 



+ . 



• • 



' ' ^i-'f: 



Kix 



+ ^.+./- 












x—rp~*.äx 



Bn sabstUoanC iei aax iotegrales leora valmirs tiree« des fonuH 
Im (180 et 184.)) en diff^renliaat reqoatioii obt^ne, en üvhuan par 

^f"^^'^'^ puis moltiplient par (x'— i^X«'— K)— («^— *f-4)(«'— •J+O— 

...'(jc^ — ^f^/f ^ ra mettaot eofia aa lieu de x aoccesaiveneDt b^^ 6„ ..^ 
. . . hg^i f 0} kg^i , . . . . 6,^^ , en troovera les equations adyauteb ; 

Ä,. (2) + A ^,. (2) = 0, 



194. 



Vt^"*^+^'-»^/^^""*^ == ^' 






r*^ (».(/)«;) 



•*+» 



(r*—yH—$tg)at* 
0, 



• '. 



^«.,+,(^ + ») + A+.-^,^(y + «> 



=s a 



IM.. 



Sd raMitunt oes vabüqr*) od (rovvern de plos l«s eqsatioo» miyantes: 

i 

Sy(T,(>-}S) 



{B {g)-^C,A,{g))K (y+arlv-l) 



— Y— l)i 



{ SS 



IM. 



• ^ Sit 



(B, (y)4-c^A (^))ä:, ("•-7-*) 



m— y— 1) 



On am doae ea tont tn + ^+Ar öqoatlöns dooe forme teile qu'ane des 
qoaatitöi ^i(l)f ^%iX)j • • • • ^f^,(^ + ^)» ^»> Cj, • • . • C^j.. entre dana 

cbaqae tenne. Si aueone de ces ^qaatioos ne depend paa dea aatrea, if 
sera donc ioipossible de determiDer les m-)-^4*a: qualDtHe8B|(l), B^{\)^...^ 
Ci, C|9 . * •• C^^, de Sorte qu'elles aatisfassent it ces m+^ + ar equationa, 
et il sera par cons^qiieot alors impossible de trouver one relatioo entre les 



ioDcUona de la forme /- 



x—yp-^dx 



— « Si aa cootraire ua nonriire k 

d'eqoations precedenfes dependent des aotres, od voit par une raisonnement 
aoalogae » celul qoe ooas veuous d'employer dans Je premier eas, qa'on 

aar» 2, (r^ (y) Cy) «= ponr tootes les vateur^^ de v. Dans ce ca9 on 



19« ä. Broeh, memoire sur les foncL ie Im /onwf /r*^»*-«|{(^)(Ä(jrP))* '»' ds. 

pourra dooner k onedes qoaDlites C|^ C^y •••• C^^, nne valeor mrbitraire, 
inais diflereate de zerOi et a k — 1 d'aatres des valeurs quelconquea p. e. la 
valeor zero. Lea q-^-z^^k qnantitea qoi restent, ainsi qoe lea m qnan- 
ti(ea Bi(l)y i'aCl)» •*•• B^ (f + ^) MFont alors determmeea par Je« 

equations (194, 196.) et par Ie* fuivantes: 

/0 = (B. (^) + C^J,(^))Ä. (-7) 



197. 



= (»» (^)+ C,A,(s))B, (f+«-7-i) 

6t dans ee caa ob pourra exprimer aoe queloonque dea faacUoiia de 

T"^ P*r f +«— "* autre» foacüona de la 

fonae. 

Seil eo troiaieme lieu 7 ss y , mais aana qu^aocoae dea qiianüt& i^ 
001t egala a aerow Qa doit alors faire: 

1,8. Bf T"*^ .+cj—^^r;^~ 



+^ /^Ctl' . +--c^./; 



.4jk 



Eu sulwtitaant ici poor f^'"'''' ^ /l x*-^i^Kdx ^^^^ ^^ 

»^ xp y(R{xf)y "^ (jtf - ip VfB cjtp))* 

leurs thr^es des e^aatlons (184 et 180.). on trubrera: 



IM. (^(r.(y)C,) +i,4)/£=2ii£ + (^(r.(r)fi)+i>r;)/ T""""' +- 

vcii(xp)y 

«jf^ /^Ä^x;; i^z.. (^_^)r Tfef'' (x^-AJ)«' + x^ +'^J- 

Bo dilföreutuuit cette öquatioa, en divuiaot par — j^ *—^ et eo fiumnl 

eofia dps=0| on trouven feqimbon: 

I>j;(^-(7+l)|i)i^«0, 

e( pntsoeqQe raivant la rappositioo ni n^ «=^ 0, oi s — (y+1)/^ ss et 
^o'ea vertu de la derniere des equatioos (18L) on oe pent paa aroir 
A[sszOj OD aora o^ceasaireineiit: 

On troQvera doac dans ce caa lea mteiea öqoafioiiisi (19^9 195^ 196.) qoe 
daos le cas pröcedent, en suppoaaut senlemeot B^ (ff) + CgA^ (^) ssO. Si 

donc parmi ces äquations ancaoe ne depeods pas dea autrea, il sera im» 
posaible de troaver one relation en foncdona algebriqaea entre lea inte* 

^ • Si^ an contrairei an nombre k de 

cea ^aationa dipendent den aotres, on poorra exprimer nne qnelconqne de» 

TT V^ y + «— * aütren fonetiooa 

de la mteie forme« 

Ponr trouver lea conditiona qui doiveot ^re rempliea afin qoe rexpreasion 

, ' ^' — 9 on Toit 

(xP~^)ir(ii(«F)y 

par ce qn! pr^de qoe x^ — ^ doit £tre u- facteor de R(x^ II faut 
donc lidre: 

CMIe*t Joma d. M. Bd^XXni. Hft 2. 25 



194 It, Bfck, m^moir* wr les fanet, de 1» forme ßc-rP-i%{x^)iB(jcr)')* 'Tis. 



200. Fo/?=^^^ + fJ 



'4e»-(y-»)p->.rf« 



V"(Ä(«P)y 



(«p-*f)ir(J«(«')) 



;+^/- 






•|" ••• • J''^ 



(«f+M-r-r' 



5 



«M-(»**-r'-i)^.i/* 



(«^~*?)ir(ji(*io) 



-+....C,+4y- 






Ed rabstitoaDt miiioteiiaDt les yaleurs de« intignAea do teooDd neoibre A6 
cette ^qaatioo, tirees de reqoation (ISO.)» od aura: 



Ml. {F.-pr.(r)e,))/?:r:^^ + (F,-%ir,(y)e,)Y^. 



'a^(H)P-».rf« 



V*(Jl(«^)y 



V(B(*^)y 



+. 



• viCi»(«')) 

v(«(-)r-'^(i(5^^')-f;s:(^)). 

Ell traitant cette eqoation comine celle (186.) on trouvera les m+f-f-sr 
+ y — y ^qnations siiivaotes: 



y 9+« 

i?'»~':^(Ti(y)e'y)«o, 






'y) = 0, 



SyS,5B,(fl;(e)— ö,j,(f)— c,ii,„(y))Ä,.,(f+«-y) « 0, 






f02. { 



Sy2,i,(fl,{f)--fif,J.(e)-.e'yA.,(y))i^..e(y+«-7'+l) = 0, 



I 11 



9-M f *a-» 




S. Bftk, mmubre »ur Im f*net, it Im f9rm»/x--v~*fHjf)(^R{s^)y^'Pix. t95 



«,.(3) 



«'s-*.. (3) 



0, 
0, 



• • • 



Ces ^aatioDs cootieonent les r^Ialioos d6mand6e8 entre lef 
4-2(« + y) + 7— y qoantae« F„, F,, .... -P+^y.y,»,, «„ Ö,, ... 

G^,, Ä,(i), ii,(i), .... ir,/i), .... 11,^^ (y+«). 

(La flu dtnt le cahier proehain.^ 
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If6 S. Extrmt dufr^$ verM dt tacaä. d. mc. deSt.PHertUurf du 24 Sepi. tB4i. 

6. 

Extrtit da proces verbal de racad^mie imperiale des seienees 
de St. Petersboarg da )B4 Septembre C^ Octobre]; 0« 

9L Fu%$ Kt une note confue en ces terdiM: ^iLoisqae, il y a seise tnSy je hm 
chargi da secr^Uuriat de racadcmie, un de nies prenieia floins fki rinspeciioB de aos 
archivea. J*y Irouvai^ entre autres, quelquea paqaeta de la correapeadaiiee de notre 
inunortel Euler, en date pour la plupart, des anniea qoarantt&mea et cinquaniümes da 
eiecle deraieTi e'est a dire du teots de seo servioe en Pnieee; pois qoelqoee lettres 
des 14 ann^es anterieores k cette ^poque^ ei ou il apparteaaü encere ä la Russie, nuiia 
rieDy bu presque lien des vingt derni^es ana^ de sa vie qo^il passa de noayeao a« 
sein de noire Aeademie. Ces lettres £taient rang^es par ordre chronolegiqne et fer» 
naieni ane dixaine de paqaets isol^ J*y tronTai, cemme je devais m'y atteadrei an 
ouliea d'une foule de nems obscars, quelques noms illustres qui^ de nos jears encoie, 
briOent d*an iehi* inperissable dans les annales des seienees, — au' milieu de leflrea 
lemplies des phrases banales de l'adulation, d'aifaires de senrioe d'un interöl passager^ 
CO d'objets qui, alois mdme, n*offiraient de Tintirdt qu'aux auteurs de ces lettres, -^ 
je trourai, dis*je, dans toute eette ivraie, un nombre assez considirable degrains pr^ 
eienx qui, aujeurdliui enoore, niritent d*dtre eonserves et offerts aux g^m&tres. Je 
n'ai qu'i ¥ous citer 10 lettres de Jean BeruoulU Talne, illustre comventeur du ealeol 
bfinitesimal , rami de Leiiniiz et le maitre de notre Euler f 63 lettres de Dornet 
BemoHtUj Als et rival redoute du pr^cedent; 4 lettres de Nieolme BcmauUip eousi»» 
germain de Daniel, antour de TAre eonjectandi in jure et qui, avee Menimeri, eol» 
tiva avee tant de suceis Tanalyse des probabilites dout son onele Jacquee avait jeti 
les Premiers fondemens, -* 6 lettres de Gabriel Cramer de Gen&ve, auteur de Tanalyse 
des lignes courbes algibriques ete. etc. 

Ce furent d'abord les lettres des BemoulU qui attirirent mon attention parti» 
coliire. Je fiis asses henreux pour pouvoir en completer encore la suite, ayant trouv^ 
dans les papiers de mon pire, les copies, faites de sa main, de quatre lettres de Jean 
Bernoulli et la traduction frasfaise d'une lettre de Daniel, qui toutes manqueat a netie 
eoUeetiony et doni les originaux avaient vraisemblablement M retires avani aitea 
qa*elle fSt deposee aux archives, par la famille Euler. U en est de ni^aie de deox 
lettres de Omraui, d'une de Haudi et d*une de PoUni, dont je possMe igaleomit 
des cq^iea de la main de mon pere. 

Toutes ces lettres roulent sur des objets de science; Celles des Bernoulli aor» 
tout offrent un hant intirdt noa seolement pour rhistoire de la science et lliistoire lil- 
tiraire en gin^ral, mais encore sous le rapport des m^thodes et des aperfus, du rai- 
Bonnement et des artifices de calcul quo nul geometre ne verra sans admiratioa, lii 



*) Cet extrait m M commimiqii^ k r^itear de ce jonnal par M, Pm$$^ f^^cretaire peip. da f aca* 
Ke, af«€ pensiiiiaa da l*iat^m daat le joiiraal dee MaHu 



y yoM>t qoe^iie infCmelioD. Qnaai k moi, h jonlsMUie« qoe n'a prtHsur^e T^de de 
ees laltMS B*ft Me IrmUte qae ptr le regret, que j'ai ^prouvi 4 chaque page> da nt 
pas pmnroir lira en atee temps Im repooM» tEuUr. A eoup sur, celles-ci «iiiMBi 
dfeeupU bi valMT de eetto pr^douse eoDeetioik Midbeiireu«emeAi Uos aes effbsti poor 
na Im piocnrer onl ite infnieiaeax (je me eins mis en tappen a eet effet avec reai- 
rtnAk de BAIe et avee IL le prefiBSMUf BemculU de eelle Tilto^ deseendant en ligne 
dieile de Jean el de Damel)» N^amaoiBa j'ai la eoavielioii qae la publicatiea iaMie* 
diale d*iiii ehoiz des lettrea qoe aeas peaaedoB% aera aceoeiDte avee eaUioeaiasme par 
law lea gfomelres; lel^ du meine, a ite Tavia de noa cellignea de la aeetien malbd^ 
nMUiqne qne j'ai cenaokte I eet ^gard« 

Lea letlrea des treia BemouUip aree ceDee de Cramer, de hamkert el de 
Omrmii ftemeronl k ellea aenlee nn velnme de 16 i tO fenillea environ« — Nee ac» 
ebiiree lenfenneBi en eutre teui an velanM de leUiea de GoUbaehm Bien qne ee git^ 
mfctie ait jooi de aen vivant d'one graade liputatien^ el qu^Bukr bu^m&iae, aiuai qg'en 
le veil par un paaaage teauurqnable dea leltiea de DmUelp eul keanceop d'eatime et 
d*aauCii peur hii; cepeadanty reoUi, dana leqnel eat tembi aen ilen^ et TinlMl aeee n F 
daire qn'effrent aea lettrea, — quoiqne tentea aavantea^ — m'aTait diteimini a ne paa 
lea eamprendie dana le reeneil qne je nUitaia^ 0^9 je viena d^apprendre qu'il eniale 
aax arehivea cealralea de Meacou phiaieoia paqaela lenfermanl lea repenaea &EuUr i 
GeUKflcA» Celle circonatanee diange enlürement la face de la qoeetien: lea lepeneee 
tBmUr deanerenl aox lettrea de GoUhmeh nn degri dlmpoilauce qae, priaea iiel£»» 
ment, dlee n'w^Jenl paa^ et la pnblicalien de la eonreapondanee eomplete de eee de« 
aavaaa eflUra, aaoa aneao deole^ dea donn^ fert utereaaantea penr rhialeire dea nu^ 
iMoiadiiqnea an g&aeral el penr eelle dea travanz d'Euler en parUeoliei; J'ai Teapeir 
Ken fbadi tfeblenir de Meacon aeil lea leltiea enginalea diEuler^ seil la pemüaaian 
d'en ftdre lirer copie. ^> 

Depnia que lea adencea ent eeaaj d'^lre h proprieti exelnaiTe d'un petit nonbM 
dlnilite, oe eeauaeree ^ialelaire dea Mvana a iU abaerbi par la preaae periediqne» 
Le piegrte est iaoenleataUe. CependanI, eet abandon avec lequel en ae eenuanaiqoail 
aalrafoia aee id6ea el aea d^coavertea, dana dea leltrea toutea eenfideatieOea el pri^ 
▼^e% — en ne le retronve plus dana lea pieeea nüriea el iaipriniiea. AloiBy la Tie du 
aa¥ant ae lelUtaily peur ainai diie, lenl entiire daus eelle correspendance. On y voit 
lea graadea deoenveilee se preparer et ae developper graduelleaient; paa un cbainon, 
paa une Iranalion n'y nanqne; en anil paa & pas la marcbe qui a cenduil k eee di- 
eanverlea el Ton puise de riosiruction jusque dana lea erreura dea grands ginies qui 



^ le me f^Ucile de po«Teir ajoHleff ici^ qve, fr&ce b la Ub^nlit^ ^cUlrl« tl« M. le Prince 0(v- 
iitukß» dixifeaBt lei arelÜTei de MotcoQ, je nie tronre, dani ce ffloment, depotitaire de eent lettm 
^EwUr k ßMkütkf Coitet pleinei de rechercket importnlef anr düT^renti rajeto de U icience, et 
pertieiili^eaieiit snr U throne dei nombrei. La lectve de cette corresponduice me fait encore plna 
fifement resretter la perte des lettret d'EiUtr aax BematUtL 81, par on bevreax basard, eile se r^ 
IreaTidenl ^Iqne parl^ seit dam ime cotlectiea pnUiqae, teil entie de» maini prir^^s, ^«e eette 
m a e a c e pUMe temr avx pefeeimea qui ea leraieBl d^pdiitairei , e« qu aeilemeiit en aaraient ce»» 
Mfaiaaee, d^biTilaliea b m'es douer atiit Ge S (U) aefiaibre iSil« Fui9. 



IM tf* EjTtrmt du proeis verhol de tmeui. i. $t. deSu Mert^imr^ du i4 8eft.iS4i. 

M ftmnl lea aoleunk Ceia explique BufBftammeiii rinidrtt qai m lattoche k ees sorUs de 
Mnasponducesi et na fait esp^rer qae r Academie voodra bicn m'Mtoriser a Uvrer a rim« 
freeaion im Chinx de letires %nidii€9 de quelques cSlÜres OAnuHres du iSime stiele 
ä Leonard Euler. — On aait qu'oDe entreprise loul k ftdl aDaIo|;ne et relative aax 
Berits et a la ooit»pciidaaee de Leibnitz, se prepare, daaa ee moiMBt, en Allemagne. 

8i l'aead^Biie veut bien entrer dana nea vuea, je me penaettrai d'appeler eneoi e 
aoa attention sur on autre projet qtti n^a M au|^gere par M. Jaeobi de Königsberg , 
et qni ae lie fort intiaiement a celui que je viena de loi aoumotue. IL Jaeobi m'eD- 
gage k poblier de nonveau la liate des icrita d'Eiderß foumie par moü pere k la auite 
de son Eloge, et d'y indiquer lea volumea de noa Mimoirea^ ou aont iaair^ lea 188 
diasertatiena peathnnes de ee grand gtottetre, miffqueea dana TEIoge eomme inMitea. 
Ct Aima de notre aavant eoll^^ae a'a rappdi an travail qn^en 1817 et 1818, j'avaia 
exifuti pour men propre uaage, aavoir un oatalogoe aystiniatiqoe de looa lea terita 
A'Euler, avec renvoi anx recaeila aeadeaiiqaes qni lea renferment. Xajouterai ponr 
eenx de mea eellegoea qni ne aont par math^OMticieaa, qne le noadbre de oea toita, 
non eompria lea giaoda onvragaa publiea aiparteent, monte k |rina de 700, et qn'aa* 
jonrd*hni enoere, 60 ans aprea la aM>rt de oe grand hooime, md giooiitre ne pent ae 
diqpenaer de reeonrir aouvent ii aea travaux. Or, nne pareille Gate aystimatiqne et 
chronologiqae dok n^ceaaairenient faeiliter beatteenp la reehercbe dea pieeea dont on 
ae iroQve avoir beaoin. J'ai done aomnia aoa travail a une nooveUe riviaion, et apr^ 
raveir eomplete, j'ai le projet de le placer en tdte du recneil epiatolaire ei-deaana 
mentionni «t d'y joindre nne notice anr' lea icrita A'Euler. Car j*ai trouv^ qne cer- 
tains nn^moirea» BMrqnea oonune inedita dana la liate, donnte par mon pere dana aon 
Eloge dEuler, ont vraiaemblablement, plna tard, M retiria de noa arebivea, eos üa 
ne a*y retronvent plus; d'autrea, pnbHte depnia, nanquent dana la liate. R y en a 
d*aatrea eneore qni, a deaaein, n'ont paa bik pnbKea, aoit paroequ*iIa aont apoaUUea 
de la main de mon pere ,,d s^ipprimer'\ aoit pareeqite lenr origine a pam doutenae. 
Enfin, en examinant lea mannacrits d*Enler que renferment noo ardnvea et eenx qne 
je poasUe moi-m^me, mon catalogne ayM6matiqoe doit me fonrnir un moyen (beile 
de determiuer an juate leaquela de eea mannaerita n'ont jamaia ete publi^ ear la liale 
dea mfimoirea inidita d'EuloTß foumie par mon pere, ne pouvait ae rapporter qu*ii ceux 
qui avaient ete prhentis ä tAeadimie de son \ivant C*est ainai, p. ex., quHme in* 
apeelion toute aupetfieielle me permet deja de d^signer positivement comaM in6dit on 
firagment volnmineux, mais mis au net par Euler mdme, aous le titre d*Astronomia 
fMchaniciu Je ne deute pas qu'il ne tfen trouve d'autrea eneore, et alora fl a*agira 
de aavoir ai tous aea travaux, ou seolement quelques uns d'entre eux ae pritent k la 
publicatiott, question que i'Aeademie voudra bien aeumettre & la d^ision d'une com- 
mission. HBL Slruve, Ostrogradsky et Bouniakovskg ont bien voulu me promettre 
d'avance leur assistanee eclairie." 

L*Acadteie approuve ce projet et autoriae If. Fuss a le mettre a exieotiM, 



7« Uneditrimr Brief vem Jok. Bernoulli m% L. Euler. Iff 



7. 

Viiedirter Brief des beriilimfeB Mathematiken Joh. Bernoulli 
Cgeb«16679 gestl748) an Leonhard Euter in 8t Peten-^ 

bnrg, datirt aus 

Safer, bot llim 9m%. 1381. 

Clariniae et DaetiMitte Doniiie Profettor. 

Awee Ctrittime. 

jDcffen Ulitna iwm 25. Stai ifk mti wn Geutcm {Krm Satter (urei^t Abcrlteffcif 
tmbcB; Qt Ifat tit^t tibtlfi^ ff^ t^cgcit GaumfeUgfett im 64»reib€n yi excutircn, bt u^ 
ftfipai dae Xatooif f^^ulbtg »iie: (offc aber (St »erbe mir (u gut {galten, oat tcf^ biffortt 
09 mdtter 9^<^t etitoS laffe obge^ea, in fietrac^tung metner irielfAlttge|^ Occopationen, 
fonbcrfUj^ bei bem mir aeuticf^ oufgetrogenea, ober i>ie(me(Hr oufgebrungenea 2>ecanatl^ iteh^e* 
miv in meinem onge(^ettben ^oben XUer fe(>r befi^werltcb t#* 

& xft mit fc^r lieb gemefen ju temel^men, baf ber S^nt |>rof. an Serfertigung etnef 
Sytiemaüt M utid ( weI4^e< faß }tt Snbe foH gefommen fein ) arbeitet *) ; icb jwei^e ntc^t, 
eS »erbe ein idtinti SBert ju Sage fommen, fo be< Xuctort färtrefflicbet ingeuium fattfam 
letgen »irb ; ^df tann mir ietcbt einbilben, bafi bergleid^en opnt faum »irb gefunben mei ben, 
borin oSeS oug mat^ematif((^en @rinben (»erge^olet i% bo »enig Seriptorot Motici ober too^f 
gor fdne |u ftnben ftnb^ »elcbe mit fo großer unb oulbdnbiger mat^ematifcber ffiiffenf^aft be» 
goobet finb, wie ber J^t. |>rofeffor ift, bef wegen midt fe^r i^glongt Sein SBrrt fe(b(len bermot^Ua« 
eint yt fe^en. 34^ tonnte (nrnr ntcbt leidet errat^^n^ worin berfenige Onmbfad beße^, fo 
meto^^Vitf^ i^^ f^Q^' ^^^ @^ f^fl^/ baburcb bie Urfacb ttnnte gegeben »erben, »oram einer 
oa ebier SRufti^ ein Sßo^IgefaQen baben Hnne, unb baf un8 eine @a<^ ongene^m/ eine onbete 
ober nnongenel^m «ort omme : 9ton ^ot )»or eine ®eneroI « ibee i»on ber J^rmonie, bof ffe IieUi4^ 
ift, wtm Pc »o(l eingerichtet unb bie cenfononjen »of^l menogirt feinb, benn, »ie betenbf, (o 
^ben ott<^ bit biffonanien in ber SRufk i^ren ®tbxaudf, . bomit bie Siebli<^f eit ber :glei<^ boranf 
foigenben confononjen be^ beffer ^erouCfomme, nacb bem gemeinen 6yrt(|^»ort oppotita 
jnta te peaita nagit elaeeteunt; olfo ter^ilt |t<^ ti audf mit bem 6<(atten in ber 9tas 
Icreyfnnfi, »elcfier bot 8i4»t reletiren muf. CS fommt, glaub i^, in auitica practica mei» 
(IfBl ottf bie Xrt unb mobification an, boron man gemif^nt xft, unb biefe Xrt bepenbiut me( 
am bem natnrel unb temperament ber Seute, beren einige biefeS, onbere ein onbereS fär fuf 
unb angenehm ^tten; alfo ifi bie 3ta(ien(f(^e fRuftcsXrt ditcrepant t>on ber %tün^^\^tn, 
tmb biefe i>on ber Snglifctien. 9tit einem SBort de gnttibna non ett ditpntondoak flBemi 
^emit bie eieb(i(|;feit eineS 9lluftcftA(!e< in ber naiur felbflen foS gegrftnbet fepn, fo muf man 



^ Tentaaen noToe theoriae Moiicae ex cerliiaani« banDonioe prinoipöt dilocide «rpotiCao 1. 9K 
te 4ti etf^ieo in tlt ^itcrebirs 1789. 



200 ^* Uneiirter Brief wh. J0K4 B$rnoulU m L. Euler* 

t90^I beftnittti, »oS man bufc^ SicMt^fett »crfle^ unb nii^i fogen: biet 0ber ieart tfl ficb« 
It(b, »eil rt mit def&St/ betit eben bicfet fiimte einem Mbcra miffaSe»; (um exempd bcm 
Midae ^«tte be« |>att6 G^mibef satnfic beffet ^efaKen, ott beS Apoüiiiis ^arfenflong. 2>er 
^r. 9)rof. fagt, man finne urt^et(en »on bem SBo^IgefaOen ober SHffaKen bee trfel |ufan^ 
mengefligten Sine, wemi man bie SBerf^Ifnif ber S^fft unb Stefe becfelben, ttimli^ bie ratio» 
oem inlenrallenim pulsuam, »ebbe bie Saiten geben, anfüget; baraul ^be Cr bie AegeUi 
gebogen, »ie bie Sine mäffen jufammengef&gt »erben, ba| fle ein t^er^inbigeS JD(|r bebtßigen 
(innen. £iefe< laffe i^ gelten fär einen Steifler, ber me^r onf bie acoirataioe eineS Shificr 
(l&!e* Vtii^tttng gtbt^ aU auf ben effed^ ben eS auf bie Su^irer t^ut; ein 6oh^ »trb ffab 
Dbne 3»eife( baran ergi|en unb beluftigen^ »enn er a nur auf bem yo^^er gef^rieben fk^et 
unb exomioiret, unb beftnbel; baf eS naö) ben Orunbregeln »p(( eomponirt i#; ober ba ein 
flRuJtcft&f meiflenS ge^ieH »irb t»or unberßinbigen ID^ren^ »elc^e bie ntfamem iDtorraDo» 
nun polsoura ber Gaiten nit^t einfel^/ i>te( »eniger j&^Ien tinnen, fb tobA, glaube {<(, 
bergleicben IDbren ba« SRuficftöc! ent»eber gefallen ober miffaSen, je nac^bem fb an biefe 
^er jene Gattung ber VtufU gewinnt ffnb* 3m fibtigen gef&Ht mir fein deaneiB gan| »oH 
»eilen aufl »enig^e bie Theoria moaieea baburcb ^ectionnirt unb ge»iefen »irb, baf ein 
Mathematicua fester oVe 6i0enf4faften au8)ttf&^ren Un Gtanbe i|l, ba (itig^en anberc 
Stetfter, bie nur Pracüci feinb, oon ibrer eigenen Aon^ mcf^t anberß fcMben M »it dn 
Minber oon ber %axb. 

SBenn biefer TracUtos Moaieea )u Cnb fepn »irb, »trb ber 4^. fteofeffor feine im^ 
^benbe Mechanicam^) (i>on bereu mir xft gef4;rteben »ot^n) obne 3»e{fel mit Cmß f&r 
bie ^anb nel^men Don bereu id^ mir et»aS Gonberbare« pronittire barju id^ benn be^arrH«^ 
9efunb(iett i»on ^er^en an»itnf4^ Cerbleibe inbeffen unter Sm»fe^lung OittL pioleeCioB 
M ^*gee|rten 4>m. f)rofefror» 

bereitwiOigfter 3* fiemottlli De. 

<6t. 1»eter<K 3tg. 1841, Ne.27.) 



^ tff^tis fib^a 1736 «ater Um Xitel If e€luunca ihr» aMtu icieatia aaaljtice ezposita 2. 9^. lo Ol«. 
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Memoire sur les fonctions de la forme 

(Par Mr. 0. J, Brock; Candidat en philosopliie de Norvege.) 

(Fin da No. 5. dam le ckbier pr^^nL) 



Chtpitre 4. 

Sar la i^actton des integrales de la forme /• — ; — — - — par eox minies et 

'' V-(Ä(arP))' 

par des foDCtioiui logtnthmiqües. 

Comme nous venons de le voir Hnt^grale ff^I^ll^S^^lJi^ %{iK^) J de 

sigDaDt une fonotion algebriqae qoelcoDqae, pent 6tre redaite par des fonc- 
tions algebriqoes anx m + l+y — 7^ integrales miyantes: 

^:^-i)yr{Ji[xv)y ' ^ V{Ji[xv)y' ^ r[Ji{xv)y 

V(il(j:F)y 

et ces integrales sont en general irrädnctibles par des fonctions algebriqoesc 
Nous allons maintenant chercfaer les relations des integrales entre elles 
qn*on peut obtenir par des fonctions logarithmiqnes. 

Pour cela il fant chercher la fouction logarithmiqne la plus generale 
dont la diffärentielle est d^composable en termes de la forme 

r x^^^-^.dx . r jr*-yp-' . dx 

^ YiR(xP)y ^ (xP-svr'V(R{xv)y 

Cetle fonction logaritbmique doit, comme on le voit aisemenf, avöir 
la forme suivante: 

Crelle'i Journal d. M. Bd. XXm. Hit. 8. S6 



±:^ 



«0» flf, Broeh, memoire sur ks fönet, de la forme Jx»--rP-^%(x»)(R{si''ff '^ dx, 

«03. r = 4 [a, log st (r,,, ix) hR C«'))'')] » 

1 • ■ ■ 

fr,f,(x) etant une fonotioD eDtiere de x etA^ nne constanle, oa^ en «oppo- 
»aiit poor abreger, 

II— l / ^ » \ 

204. B,.^(*) = 2.(«JA^(*) /"(«(*'))')» 




i 



c^ dtant une des valenrs de ((!))'' et Ci =3 1: 

«06. T=|^(J^logir,,^(^)). 
De la on trouve: 

«06. dT^%^^^'i4^. 
Maioteoant Ions les termes de if T doi vent dtre de la fornie — ^ , 

Jf et iV etaiit des fouetioDs enti^res de x"*. Ou doit donc faire abstractiou 
des termes dans le second membre de r^qaation («06.) qui ne sout pas de 

cette forme. En designant par q^(y) le coöfficient de -^ dans le 

developpement de y^ cbaqa'on des antres termes doit dtre de la forme 
suivaDte: 



ViB(xp)y "iv-v vcR(xp)y 

A ^ fdB„{x)c'„\^CR(sP)yy 



• • • 






A 



. /4. eldBM)y^iR(xP)y \ ^ A-rCRUr^y ^ ( e\dBAs) \ 



n.V"(Jl(j-P)y • "'^*' ».V(Ä(xr)) 

— iv l ^'rdBA r)\ 

car S, ^c^dSyM yrCRJxP)) \ ^ ^^„,0,^ fonctioo symmötriqoe des racines 
d« requation y"--i{(a;'')sO, est aoe fonction rationnelle de x. On doit 
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A 

donc aroir, en posant A^ au liea de -^ 



et 



«09. T^i^ [^M^A<iogBr,^is))]. 



Bo consid^rant maiDtenaol an terme particolier du secoud membre de l'^oa- 
Uon (208.) on voit qu'on doit avoir: 



XIII, jj SS ^Zfj^ — ji / X — > 



9f et 2V etant des fonctions eDti^res de a^. Eü multipliant les deox mem- 

bres de cette eqnation par ^{R(pcP)y et en ayant egard a requation (207.) 
Oll tronrera: 

'^ Ä, (jr) . Äj (jf) . . . . Ä, (jr) 

n 

Ba deaigDant par (Ti^Cy) le coäfScient de ^{R{af)y dana le deve- 
loppmnent de y^ et en remarquant que 

on anra 

«18. —jj s» JI,(ar;.il,(jr)....Ä„(xl "• 

lUhia: 



dooc: 

M 



«iß. ^ 



^ ^ Bi(x).JB,(x).... *»(«•) 

OQi en siqiposant poor abr^ger: 

X8* 
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816. (rAB2{^).By{x)....B,^x)) = S,(ar): 

217. £r^ 

~" "^ Ä,(jr).Ä,(jr)....If„(i) ^ 

Donc, parceqae le nomioateor et le denominateur do second membre de 
cette 6qaalioD 8ont des fonctioos eotieres de jr, on a 

«18. arV-^M 

« nA [s„_.(ar).Ä(«^)^ + «n-^iC«^) Ä(*^)^^+ . . . 
... Ä„(ar)Ä(*^)%2L) + Ä^,(;r)(Ä(a:.'))'%^>+... 

+ -^((»-»)Äfo(«)/;^(«) + (ii— *~l)«,(*)/;^,(x)+... 

. . . 8,.^x{x)f,{se) +(n— 1) S^i(ar)/;.,(a?)B(a?') + ... 

...(n-*+l)«.-i(«)/'-H-iÄW)^^— ], 
219. iV = Bi(a;).B,(a?) . . . .ll„(a?) 

= (ro(«)+/i(*)^(Ä(«'))+.... Ui(j^)hRi,^)Y-'^ 

X (««(ar) + Äx(a?) /•(ÄC«')) + .... 8^i{x) /"(Ä (ar^))-») 
Bn difförentiant cette derniöre eqaatioD on obtient: 

220 rf V — -y "5' / ^'e;\rCRixP)y<lfr(x) ' i>N.c;V'(R(xP)y f r(x),dRiaiP)\ 

On a mainteDant : 

281. 5f„(ar) s=s <r^(B,(a?).fl,(d?)....B„(«)) 

» T' VP^**^'' ^5^7^/^ » f» *^'* V Bf{x).R{xP) ) 

— 1 v /gr^-v^(Jt(«p))'^..y \ 
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Dooc: 



m i,{?ä^^) = nB(.^S..Ar), 



et eu sobstituant dans requation (220.) : 
223. dN = %(n.BixP)S,^{x)df,(s) + vf,(x)8^,ix)dB(af)) 

» ...+«i(«)Ä(a^)i/;-.(«)) 



MaiDteoaDt Is fonction (S^,(x),8„^(ai) — S„.„f^(x).8,_y^.„(x)) est 
visible par N toates les fois qae n — y -{-a ^ n; et la foootion 
Ä(«P)(iSU(a?).'SL^(a?)--Ä„.,_(ar).Sf,_y+.(j?)) est divisible par iV tonte» 
les fois qoe i»— y-|>a=s ou >>n. En effet oo aora eo sabstituant les 
valears de ä,_,(47), S,^(x)t Ä„_;^(a?), iSw-y+„(a?), determioees par 
l'equatioQ (221.): 

" n» (Jl («))» j' 7* \ Ä, (ar) . Bf («) irV(«).i,(x) ^/ 

...B,(a?)«*cj/-(il(a?p))*+y 
— B,(x) . B,(a?) .. . . B^i(a?) . B^,{x) .... if^i(ar) . ll,+x(a?) . . . 

... B^(x).ei+'.i^' }'(Bixr)y^>yj. 

Or la partie da jsecond membre de cette ^qaatioo renfermöe daos les paren- 
tbeses est one fonctioo sjmmetriqae des racines de reqnation y — B(af)ss 0; 
dono eile est aoe fooctioo rationnelle et eotiere de Xf parceqoe les termes 
fractionoaires qoi se presenteot si v ss ^ s'aneantissent. De plos eile est di- 
visible par n?(B(af)y si »— y-f a <n, et par n^B(a^) si n — y+a= oi 

n parceqa« eo vertn de l'^uation (221.) S^ cjp^ vjjtg>))»-/' ^^.^ ^redi- 
par B(^)f Nne l'ötant pas. Si donc n— y--fa<n, la fonction 



206 8. Broeh, mdmoki tur ha fönet, de la ferne fs-^rP-*fi{^^(E{^'f^^4s. 

S^t(x).8„^y(x) — iS,».M-a(«)«'S',.-.y+a(*) cst divlsllile pari\^ et si n — y + a 
SS ou > n, (S^,(a?).iSLy(a?) — iS'„><^(a?).Ä^+.(a?))Ä(arP) est diviaible 
par N. SapposoDs muntenant: 

oü Df(x) devient une foDctioo entiere de x. On (roave par lä les ^qoaUoiis 
saivaDtes, en remarqoant qn'en verta de Fegaalioo (221.) S,^(x)R{:^) ss 
8y (x) et par saite iJ»^^ (x) R (af) = D, (x) : 

226. S,.,(x).R(xP)^^^ 






JV.D, (*) -^p. +5^-. (*) 5. («)^ 



227. Ä,_^(,).Ä(xP)-^^ 

228. 8^^{?^),{Ri^)y^^^ 

229. {n-a^r)8,ix)f^^{x) 

(» - < — y) JV. P>ty (x) /,^,y (x) j- (n - *-y) 5^,(x)5Hr (») /■.-«-y («) 

280. (n-«+y)S^(*)./;_+,(ar)Ä(a?P) 



{n—e-\-y)N.D,-y{x)f^,^y{x)'\r(.n—9'\-y)Sf,^{x) 5»^(x) fn-t^yjx) 

Ä^(x) 

En sobstitaaot <ies valears daos T^qnatioa (218.) on obtiendra: 



8. Broek, memoire wr le$ fmet. dg la forme fs>-rP-y % (xP) (R («p))* '»' rf*« ^^ 

+ __ -—^{x) +•••• 



[ Sf,(jx) 

^ I 

•"1" • • • • 



■MWHB^ 



JV'D. («) J?(*P) ^^^ + S^(x) S, (x)Ä(xP) ^^Jii^) 

,1/ (n-$)ND,(x) U.{x)+(n-s)S^,ix)S.(x) f„^ (x) 
"'"■nV Sf,(xy 

{t^-»-i)ND,+lix)f„.^t{x)■\^in-»-^)S^Jx)S^ ^ix )fn^i(x) , 
^_ + .... 

. jyPn^l (x) f, (X) + S^ (X) S^l (X) f. (X) 

. (»-l)JVl?,(x) f,-ifx)TK » ^l)5^-,(x)5. (x)/'^i(x) 

. (n-2) JVP, (x) f^ (x) + (»-2)5^ (x) 5. (x) A-^ (x) , 

"*■ ^^) " + •••• 

. in-^i)lVD^i(x)f„^i(x)-\-(n-a+i)S^jx)SUx)U^i(x )\ dR(xP) 1 
"f" ^i^^^) / rfx I 

5^(x) 

^^x)[n{s.{x)^^+S^,ix)R(a^)'M^+....S,(x)R(xP)^^ 

S^{x) 

JJV 

et en substttuant dans le dernier membre la valeor de -j- dounee par 
reqoatioo (S830» ou aara: 



868 9. Bro ch, numoire *ür tea fmet, tk ta forme /x*-^rp^9{sP)(_R(xP)y^ f' är, 

A. j^) 5_ 

(X etant arbUraire. 

Si donc («^— «P)» est od diviseor de N, (o^—'Cf)'^* doit ^re an 
diviseor de x''"*^^ M k noins qoe tootes les qnantites Sf, (x) na soient paa 
divisible par (af — d^)'. Mais si cela est la qoantite: 

D.ix)^+D^,ix)R{xn^-^^-¥''''D,ix)Ria^)^J!^+^%^^ 

sera divisible par (x'' — aP)''* Eo effet on a, parceqne: 

est Qoe foncliOD rationnelle de s: 

«33. S,(x)foix) + S^^ix)f,(x)+..,.S,{x)f^{x)-{-S„^^(pB)RixP)f^,(x) + .,. 

...S^i(a?)B(a?P)/;_,(a?)=:0, 

^iant DD Dombre entier quelcooqae plos grand qoe z^ro et plos petit qne n. 
Par cette eqoation et par les eqaattons (219 et 996.) on voit aisement qoe: 

Do(x)U^) + D,.,{x)f,ix)R(a^)+D^^(x)f,(x)R(xP) + ,,. 

/>,(a?)rü(*)+^,-.(*)/;(«)+....A(*)/;(a^)+ö-.(^)/;+i(*)Ä(*^)+.- 

...D^»(a:)/;_,(a?)ll(«P) = 0, 
^ 6taat ui = 9 Di =s 0. 

De lä OD obtiendra, en supposant poar abreger, 
835. ü^ (x) = />„ (X) + c^ D, (X) y(R (a?")) + e] D, (x) '^(R (a^))' + . . . 

...d^-'D„_,ix)'yr(R(^))'-'' 
836. ü^ix).B^(x) = cj «^(a?) /(Ä(cpP)V~S^_(ar). 

Si maintenaDt les qaantites 8f,{x) et 8^^,{x) soot divisibles par 
(xP — «P)* toates les denx, od aara: 






t37. 



*'t'^'';i;*'''» - B,w.'!t^ + ^js^fi^ + i,,w.tm = ^ 



*' 



l>e la M voit qo*oa aara totuoar» on nombre k egal a / on moiodre qae t. 



fei qqer 



{ I7,(a)«0, 
■"St — — "» 



S88. 






— rfS "» da "» 

I rf*-» r,(a) _ ^ d*-^'B,(a) _ f. ' 



Dono 17, (a).-^^^ et se« 1—2 premiere 
^gaox a 9B6ro. De plus on at 

M». .n.( ''''"//'<°') -=>. r-"y/''°' ) .r.( 



diffdrentiels seront 



ty,(o).rfg,(a) 



) 



_ 1 ^ / P,(a),rfJg,(a)H-ir.(a).rfi?,(a)+....y,(a).rfJ.(a)\ 

— - «T« ^-' jj- ) 

1 / r, ( a).rfl?, (o) + 17, (tf).rfg. (a)+.... r.(o). «rjg,(a) \ 



Dooc g-o C^^^**^^^^'^"^ ) et aea #—3 preniers coefficiens differeotiela se- 
ront ögaux k »ero, et par eonseqoent q"» (— '-^ ^ .. -) est dirisible par 
(ßcf^^ify-^^ Bfaintenant on Yoft par reqoation (236.) qoe: 

...i>.(«)B(«')%^+ii;(.A(«)i>...(»)i4^>). 



CnBt^ lovfMl d.M. MXXni. Hit 8. 



«7 
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DoDC le secoDd membre de cette eqoation sera divisible par (a^ — nf^Y'^K 
he Dominatear da second menbre de F^qualion (S8S.) sera diviaible 
par (jp^ — af^yr^"^ et le dÖDomioateor par (jcp— «f/, donc eofio s^tp-^M 
aera tonjonfa diviaible par (af — af^^^ N etant diviaible par (d^— nf)^. 

De la il soit qoe w^ ^ P^°^ P^ avoir ancon terme de la forme: 

ijj—^)^ » 9 ^^^ P^°^ grand qne l'anit^. De ploa ai (jp^ — ä')' ^tait nn 

facteor de il(«'*) et (jr^ — c^y"^ qn facteor de AT, (a^ — ify^ deviendroit 
auasi un facteor de ^g^^^^^^M. Eo effet^ en remarqnant qae dans le aecood 
membre de reqnatioa (S38.) on pent donner i^ fA — # nne valear negative, 
il ponrra 6tre aiaemeot dömontre, qo*oo peut toajoara troqver nne foDction de 
la forme S^(x) qni est diviaible par (jt^ — nf^Yy tandia qae Sf^^(x) est di^ 
viaible par {a^ — ^T^y ^ ^lant plaa grand qae zero. Car ai toiitea lea 
qoantitöa 8^{x) ^oient diviaibles par ane pniaaance de a^ — if ögale i oeUe 
dont 8^^(x) eat diviaible oa plas grande, aoit Sg{x) celle parmi lea.qnan^ 
titea S^(x) qai eat diviaible par la plaa pelite paiaaance de s^ — if p. ex« 
par (x^ — ip)% Stf^^(x) aera diviaible par la mdme paiaaance de s^ — oP, 
d elant an nombre entier positid Soit roaintenant ^ssa^-}*/*) ^ ^ fitant 
dea nombrea entiera posiüfa et /'plaa petit qae a/ en aapposant dsse-^-ij 
8q-d*(s) s= Sf^(x) s= Sn^f^(x)R{x'') ne aera paa diviaible par one 
paiaaance de d^ — if plaa haale qae la i^. Mais Rix^) eat diviaible par 
(i^ — ify. Donc S„^^(x) ne aera divisible qne par {a^-^ify^^ ce qai 
eat contre Tliypotheae. On peut donc toojoora tronver une fonction S^(xi) 
qni est diviaible par nne plua pe(ite pnissance pär af^^if qae S^^^{x). 
Donc on voit par Teqaation (886.) qoe U^{ä).B^{ä) et Bes v premiera coef- 
liciena differentiels aont 6gaax a zdro, et on demootrera ais^ment de la 
m6me maniöre qne ci-deasna qne le second membre de Teqaation (840.) 
aera divisible par (x^ — ify^ de plaa S^^^(x) est d'apres ce qae noas ve« 
nona de dire an moina divisible par (jxf — a^y^K Donc enfin x/^^^^M 

aera dans ce caa divisible par {x^ — iff^. j^ — ne peut donc conte- 

nir ancnn terme, de la forme _ , a^ — if ölant on factenr de R(x^). 

Ghercbona maintenant la forme qne doivent avoir lea fQncfiona 

/o(*)» /i(*)» /5(^)» •••• /H-iC^)- Parceque N^ B^(x).B^(x)....B^(x) 
doit ^re nne fonction entiere de x^f A(') doit 6tre de la forme: 



«. Brach, fn^moire iur les fönet, de la forme /'x'-TP^9(sP)iR{jfl')y^ n^dx. *II 

^ (^4'^i^ + ^2^+***» Af ^^'*}« DesignoDs mainteoaDt par Sd", la 

soimne de q ^uantites d, telles que la somme des iodices aoit e^le 
a (is Puisqae N est uoe foDction ratiounelle de d^^ la somme des iodices 
des facteors de (R(x'')y dans chaque terme de N doit dtre s^n. Mais 
ces iodices soot les mömes que Celles des exposaos dy^ et ZV doit 6tre lioe 
fooctioo eotiere de ^/ dooc oo aora 

241. £ if^ s= hpj 

n 

f et h etaot des oombres eotiers. Bo vertu de r^qaatioo (219.) N peut 
dtre döcompos^ eo termes de la forme 8,,^(x)R(x'')fy{a:)y dooc cbaqae 

<ii+j?(if,)-iiy ip+ jea^ 

terme de £f«^(dp) doit Hre de la forme ajr * sbajet "-^ , t et f 

etaot des oombres eotiers. Maioteoaoteo verto de F^qoatioo (S18.) x^^^^M 

peut dtre döcompose eo termes de ces formest 



A8.^{x) f,{x)^^ , A8^yix)r^,(x)R{a^/^i 



dooc chaqne terme de xl^'^^M preud ooe de ces formes: hx "'^ ^ 

hx ^^ y k et kf etaot des oombres eotiers. Mais ^{d^) + d. 

es S (lif,.), dooc cbaque terme de x^"^^^^ M doit dtre de la forme 

&j:r " • De la, et parceque chaque terme de x^^^^^^M doit aossi 

^re de la forme hx*'^^^\ oo couclura que: 

24«. *;»+ S (<!,) — 1 =» + «/>•— t, 

n 

et de la: 

/ii— f 

S43. 2 (tf,) = «+«";». 

II 

CousideroDs maioteoaot uo produit de n facteurs de la forme f^ (x) 
paroü lesquelles il se trouve s egaux a /a(^)* Soit la somme des expo- 
saos de X daos cbaque terme de ce prodoit ^gale ä hp, h dtaot oo oombre 

«7* 
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etitier; si au liea des # quantitäs fa(x) on mdt # aatres quantites fa^i{x)f 
Ja aornme des exposana dans chaqae terme de ce noQveau produit aera eo 
vertu de reqaation (C43.) ägale k kp + s^ k 6tani an oombre entier« Donc» 
81 nndice d'ane fonction /«C^) est dimuiu^ de 1» les exposaus de a dana 
cbaqu'oQ de ses termes seront aogmentes de 1* De la on yoit qoe fo{x\ 
fi(x)^ «••» fn^i(x) doivent Ici avoir la inöme forme que dans Je cbapitre l^^^ 
G^est a dire qo'ou aura 

S> ?9 ^e ^^^^^ determiD^s comme dans requation (46.). 

Cherchons maintenant le degrö de w*~y^^M et celoi de N» Le 
degri de fy{x) ^tant d^+frPj celui de S„^{x) est, oomme on le voit 

alsementy c= 2 C^ +///')* P^>^ 1® second meuibre de F^aation (tl8.) on 

voft dono que le degrö de a^^^^f^M doit 6tre ^gal k la plus graude valeur 
que peut avoir Fexpression 

n 

mp ^aut le degrd de 11(a^), /^ et /"^^ des nombres entiers quelconquea 
et ^ SS 2, si une des valeurs qu'on donne a v est plus gründe que n — #i 
et 7 SS 1 ei elles toutes sont egales a n — 9 ou plus petites que n^^9% 
Maintenant on a, d*aprös ee que nous venons de dire dans la dönionatra^ 
tion du tbeordme S"** chapitre l*', tont au plus€ 

done; 



H ■ 



Maintenant t^., est le nombre entter ^al k la fraction (** ?—»)(«»— r) 

a 

= m — r — 5^-^— — ^ z- + ~ ou immediatement moindre que oetta frao- 

n n p ■ 

tion. Done II faut que S (li^ +Ap) wit egal & 



±:^ 



9» Bracht mimoirt tur Im fo»et, de la fwm*fs-^i'^%{,^)(ti{^)') 't is* S18 

« n(n- f+Äp+ß, ;») + (/»Ol«— n»—/» wo +nj)—«^ 2 v 

= (y^n^+ ß^/iii +;^^^ — p^Q — pmf'\' - — oa raoindre que ceite expres- 



man« Hais on voit de rdqoation (S48«) qae S {d^ ^f^p) ^o^* ^^ de Im forme 

n 

'4* ^1^; donc, en reinarqaant qae le nooibre eoder ögal k -^ oo imoid» 

diatement moindre que — — —^ est Ja plaa graude valear qae peat avoir 

#ft #fta o 

ef 81 ^ +^ V SS ou ^ ^ — et en desiguant ce nombre par /« , la plos 

grande yaleor de S (if,, -f* /r /^) '^ra 

24a a^n^ß^pn-{'pnm^p^m — pmf'^+s + t.p. 

Done en sobstitaant dana reqoation (S45.), et en reniarqaant qae ai /"'^sss 1^ 
la ploa grande valeor de ^ est 1 et ai /^' ^ 1 eile est 2 y on voit qoe le 
plus haut degre de x'^^f^^ M aera 

S49« a^n'\-ß^pn^pnm^p^m^9'{-t^P'^l. 

Le degrö de JV tei^ oomme on voit de oe qne nons venona de dire 
dans la dömonstration da tböoreme 8"^| ^gal a 

tiO. a^n-^-ß^pn-^-pnm — pi^m. 

On a done: 



«^— ^, Ä*" — ^, ..♦• «''— «^> n*6tant pas des factenra de B(p^). De 
la U snit qae^ ai ar-ff >* ( + 7^ + 1» I^^ fonctiona 

seront absolamenft irrödactiblea par des fonctions algebriqnes et logaritbmiqnes. 
Bllea conatituent done des fonctiona transcendantes particnliöres. 
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Eu rabstituant dans requatioa (208.) la yalear ainsi troavee de 
^"^^ et eo int^granty on obtiendra: 

252. a, / -;; V^r^J —^ H — -»-77 "51 



Crtie eqaation preaente la relation la plus g^närale qoi peat ötre exprim^ 
par des fonetiona logarithmiqaes entre lea int^gralea donneea. 

Soieat maintenaot B^^^ix)^ B^^^{x)p . .. . B^^^(x) da degre fi^p^ 
le nombre des coßfficiena dea qQantiti^ de la forme B^^^(x)j en vertn 
de ce qoe noaa yeoooa de demoQtrer daaa lea equationa (ö?, 63 , 65 
et 66.) et parceqoe un dea codffieieiia daoa cbacane de cea fonotioiis doit 

toe indetenaiiie, aera ögal a i^fti, + ^(r±tzpIL=J)^i)^ * ^laat le 
plna grand iaeteor eonunaa de m — r et de n. De plus le nombre dea 

qaantitte Jn -^» •••• -^e ^** ?• ^^ ^^"^ ^rlt^K + g( ^^*~^^^~*^ ) quao- 

tit^ iaddteraiineea. En differentiant r^oatlon (S62.)> faiaant diaparoltre 
lea dönominateara et comparant lea coeffieiens des poissances de x a ex** 

peaana ^anx, on obtiendra tont an plua /«+7 + l + ^rfV öquations, par 

leaqneUes on d^terminera lea quantitea Indetermineea aosdites et lea coef- 
fieiens dea integrales dana le premier membre de reqoation (2Ö2.). Parmi 

ees coeffieiens on pourra aapposei* %fi,+^ y'^ ^^ )~^ ©gMx 

ä zero et an arbitraire, mais different de zero. II restera douc tont an 
plos /, + 7+l — S \ ~2 ^^ ) ^^'^^^®"® * determiner. 

Maintenant il-y-a a remarqaer qoe paisque r+^ — ai(»— -1) eat 
toojoura nu nombre pair, on doit avoir m(n — 1) — r — *+2 s=b on <0 
61 r + i>^m(ii— -1). Or a la fiu da cbapitre 1. nona avona tronve qae 
les aeols cas oä m(n — 1) — r— d-)-2 s=s on ^ 0, aont eeox oa lea föne« 



9. Broek, mimoir*9m'U*fimii»i0Ufwm»fs*--rP-^%{j^iR(j^')^'rix: 8111 

Uom donn^ ont les forme« (78, 74 et 76.). Si doec on m'^tt oa 

mtsir et r=s oa ^ 09 oa m^r et m/r^l^ on aora toajoara r+ft 

SS oa <m(ii— 1). Daus ces caa, en faiaant ^es 1^ le plas petit aombre 
des coölBciena des integrales dana le premier membra de röqnalion (259«) 

qni reateat ii döterminer eat tont au plna /, + 7 + 1 H — ^ 5 — — et on 

■5 ^ — 9 V Mant egal 

a —7 00 plaa grand qoe — 7 et moindre qua t^ + t% k <^a+74*l 

Si an conlraire insrssl^ oa mtssptK^ 1, oa nssmsrcs 2^ OQ 
aara r-f*i^fa(ii— 1). Dana ce caa on peut (onjours douner a q one^a« 

leor teile qae <. + y4-l— e (^'*"^'^^^^ ~^) devient ägal a airo, et lea 

foneliona deviennent dana ce caa integrablea par dea foncUona algebriqoea 

et logaritbiiiiqaea. Donc lea aenlea foiictiona dea formea /-^ *—^ et 

/ ,' qui aont integrablea par dea fouctiona algdbriqaaa 

^ (xP— aPri\r(Jl(«p)y 

et iQganthmiquea aont lea fbncliona (72^ 74 et 76.)* 

Chapitre 5. 

Sur la rAduetioB des ialigialea de la forme /ji:*'rP^^^(xP)V^(R{xP)yitx par «naa 

mömea ei par dea foDCtiona algebriquea. 

L'iiitägrale donnde ötant miae aona la forme / ^^^^ ^ eat 

^ \r(ji(xP))»-* 

comme on aait decompoaable en plnaieara aatrea intögralea de la forme 
/ 7;^ ^-^ et / ^ * ^ — — 9 all etant on nombre poaitif qael- 



conqoe, y le nombre entier contena dana et ta an nombre entier po* 

aitif on n^gatif ^gal a — 7 oa plua grand quo -^y« II 7 aara donc a 
obercber la rednctiou de cea integralea aeparement et enaemble% 



916 8, Broek, memoire »urhtfmet. dt1afMfHe/s»-rp^%(sP)iR(4fi^')^'fd*i 

9, 1. 

— — p«r eÜM mteet. 

La fonctioo algebriqoe la ploa göoörale doDt la diflKrentieHe penC 
se d6composer en termes de cette forme dolt^ comme on le voit aiaöment 
par la methode que nooa ayona emploj^e daas le ehapitre 8^ (•!•» ayofr 
la forme «uivante: 

et ÖD «nrat 

854. ^/'(«»•'(ÄC«^))« ^^* 



dx 






Dans oette ^qaation 8 d<rit' (Axt dätermiB^ par l'dqoatioD (144.). En con- 
parant les deax aembrea de föqaation (854.) on Toit. qoe Q{x) sera d^ 
termine comme dana l'^ation (145.), et en sapposant poor abr^er: 

855. Ä:.,((r) = 

855'. |y(<r) = Sr('+«r/»-y/r+ija:)ii,«^, 

00 troorera: 

856» U « !>'(«•)+ s/C-4,„Ä;„((r). 

En donnant dans cette ^aatioo racceaaivemeut a tf lea yaleura — 7^ 
_(y — 1), y.«^ 4-r, on obtiendra toos lea coöflBciens de S^ et de mdme 
tontea les eqoalions qoi resultent de F^galit^ des deux membree de reqna-» 
tion (8ft4.)« En intögrant cette ^qnation et en remarqoant qoe rasm-f-A^ 
on obtiendra: 




8. Br^eAß mAimre «w les fmet. de la forn^ys»^P-^%(xf^iR(sP)y^n^dx: tl7 ' 



a?«-Hm+»)p-i.i/a? 



n^s 



Cbmine dans le chapitre 3"^ %. 1. on voit qu'on peut supposer ici : 

Par ceseqaatious on determiDera^j^i, -^2,19 •••• •^iq-^uq^ ^-^y ^-(r'-i}9 ***• ^kj 
et ensuite les coefficieus de S: ^, ^(y.i), •••• ^^^y-y^-i par les «+y+7 — 7' 
equatioQs suivaiites: 



269. 



I 1 
9 *i,-l 



A^,, = />'(-(7-l)) + S,^,^,,ß;,,(-(y-l)), 



1 1 



^.+,_^^ = z>'(«+y-y-i)+s/C^,e^..e(«+y~y'-i). 



k''. 

Ou obtiendra donc de r^qaatioQ (267.): 



2M 



■ / 






= /-r/ ■;; r/-(y-i)/ t; T •• •• /x+T-r'-j/ " _ 

•^ /•(JlCxP))"-' *' V"(Ä(xP))"- V"(Ä(*p))*- 

- /iB(sP)y {q(x) + s/^i: i^^)) • 

De plas ou voit aisement qae les coeflBciens de i{(a^) peuveut ötre 
determiDes, si s est divisible par pj par deux, et, si # n'est pas divisible 

par p , par uq d'eatre elles , de maniere que la fonction / — ;; -' 

}rcR{xP)y 

devient iutegrable par des fonctions algebriques, et qae la seole fonction de 
celte forme qai est int^grable algabriquement, les eoeffidens de Rix"") etant 

7 '' , c'est a dire la raSme qae noas avons troavee 

. . . vijcp-bpy 

dans le cbapitre 3*°* $. 1. 
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kü— « 



^ 



ttl8 «. Broek, m^Mirg »itrle$ fönet, de'jkt forme ßt^iiP^ % (j^iM {jf^f^ »^ ds. 



9. t. 

— '- par enx mdmet et par le» integrales 



de U forme / - 



«"H^» . Am 



Ea faisaot osage de U nitoe aiäüiode qae ooas avona sohrie daus 
le chapUre 3"^ $. 2. qu voit qu'il faul Taire: 

«61. f{xy ViUi^i^)-)) 

~~ x" i.x^-^Y T-ftf' (jT^-iJ)' 

et de lä on aora en differentiant: 

86«. dfixy •^(Ä («»•))) = ^'' 



dx 



\^(ft{3fl>)T 









De I& 00 (Ire, ea faisaot poor abreger: 



+ (»-7»*/.+r— WVht«^**''^— IVÄ^+r(* +7-7')] , 



9 '»-» 



«64. ?^«S,^,(j,,,Ä;,.,(y— 7)), 

«Afi «* - u j_''^- Vr(y4'«'+l)v.g''''-(-i)'' 
«65. KyS=Ky+ S. i*(^+i)f-(74.i) » 

«66. ff-, S» IC;, + \y J 

Ed subslitoant cetle valeur de iSf dans reqaatioa <SM.) et eu iotegrant 
on aora: 



8* »veh, mAMire twr Im fönet, de k$ forme /x-rp-^ ff (jtP) (JI(«p))*'p dx» «19 

/'x*^''-r'-^^P-Kdx , rjc*¥.o>-r'-vip-Kdx , ^ fx^n-^.dx 

868. e-m-t+Y-y/ — r «"m-t+y-y / -;; — - + • • •• o^u / t; 

•^ V(il(xP))"- ^ V(JI(j?P))"- "^ VCR(xP)y' 

, /• or^*^».«/* ,„ r x-rP-Kdx , ^ /• x-rP-Kdx 



Ici on peut sapposer: 

K-« = 0, 

K-3 = 0, 



»69. 



It_(U_l) = 0, 

{k^ = -1 = -(tt--l);,Ä„^»+r-r')J^, 

et on obtiendra eu sabstitoant dans reqoation (862.): 

«70. ^ '-'■^.l' 



'• / 



(aP-ffP)"V"(il(«»'))' 



= Jt_,/ ; r<rojii 'T^iJ— H.... 

(*'—«'') V(Ä{«P))"- •^ VCBCxP))"-' *^ VCJlCxP))"- 

Par Im eqvatioDS (869.) on determiDera les coeffieieas A^^ Air •••• ^m-m 

ront ensatte detemineeB par les eqaationn qa'cNi obtieat an ddmifint dana 
lea efaations (864, Sft6 et 866w) socteaBiTeraait k y toulaa^ loa valeara ea« 
tierea depoia o jusqu'a 9^+^+7 — 7^ — ^ ^ ^^ donnoHrt dhm reqoatia»(t68k) 
a y la valeur — 1. 

L'equation (S70.) doit toujours ^re employee, exeepte dans le caa 
oü Ao = 0, ou ^^^^'^'''''^ = 0. Dans ces caa ejle devient illaaoira, tfrainie 
00 le voit de la derniere des eqaatioaa (869«). Daaa le prenier caa si 
4,ss09 af — ^ devieodra ao. fadeor de i{<(je^) s=s a^ — - 2»^ , et on aura 

28* 



*80 8. Bro eh, minmre »ur le$ fönet, de la forme Jx»-rp~i%(si>)(R(xPy) '»' rf*. 
alors identiqaement les equations: 

it-u(y) — o, >t_(„_,)(>') = o, .... Ä_(u-/y+i) (y) = 0. 

Oo pent doDC supposer au liea des equations (269.) les suivantes: 

<r„_,+y_y.(r) = 0, Jt_,(y) = 0, 
(r^.,T-f'(y) = 0, 

^^'' ^ K-(»-v-)Cy) = 0» 

et OD obtiendra alors de Fequation (268.); 

«7«. /* x-yp-K dx 

^^ y(Ä(a^))"- *^ vcÄCxp))"- ' *^ }r(R(xp)y-' 

oü toutes les valears entieres plas grandes qoe ty peavent Stre donnees a u. 
DoDC toates les fois que R(xp) contient ty facteurs egaax k a^ — V^^ od 

~ (ou u eat QU nombre en- 

tier positif qoelconqae) par les y + a^ + 7 — y' — 'y + 1 integrales 

n > / "li > .... / ;j 

et par nite expression algöbriqve. 

Dans le second cas, si gv^^-^r-r^ es et par consöqaent ^ssO et 
I-I-7— 7^ = 1, OD Yoit que k^ deyiendra ^gal a z^ro, mais qa*6n poorra 
alors faire x^u~i) = — 19 a moins qa'en möme temps nne des qaaniifes iy 
ne soii pas egale a zero. Si cela n'a pas liea on ponrra au liea des 
equations (269.) supposer les suivantes: 

<r«.2 = 0, IL.2 = 0, 



«73. 



(r^+, s= 0, ie^^2) a= 0, 

K^„.i) =» -4-1*0 («—(««+7—*)/^) = — !• 



8. Broek, mdmtAre air les fonct. de la fonne/jr^-rp-» % (ßP) (Jl (jrP))~ »-p dx. W I 
et OD obtiendra alors de Feqaation (268.): 

«74. f ^'-'-'^^ 






'^ V(fi(a:P))"- •^ V(fi(a:»'))"-' "^ V-(Ä(xP))"- 

La fonetion / ^^j — ^ , m ötaat nn nombre entier positif qaelconqney 

^ n'etant pas divisible par p et x^ n'etant pas an factear de R(xp)j peut 
dooc toqjours Stre exprimee par les q+z integrales 

/ x*-YP-^.dx f x'^-^^^P-^.dx / * jr^-f (JZ+^-y-Dp-t , dx 

^ par nne expression algebriqoe. 

Si enfin ane des qnantites by p. e. hg est zero, oq aara les equations: 

Vm-l = 0, Ku-i = 0, 

275. ( 

x^-TP-^.dx 



«76. /- 






^^ V(Jl(*p))"- ^ V(Jl(xP))"- * "^ V(Ä(x''))'' 

j : , oü m est an nombre eutier positir quel- 

oonqne, Y=y') et i^^O, est par conseqaent r6dac(ible aux 0«—/^ integrales: 
/v , /-;; , / ^ et a nne 



«77. 



exprenioD algebriqoe. Dans tous les antres caa qiie oeox qoe noiis ve* 
nons de consid^rer cela est ioipossible. 

Pour troaver une relation entre les fooctious de la forme / — '- , 

ou voit de ce que nons venons de demontrer, qae jp^ — ^ doit dtre un facteur 
de R (af) j ou que ^ = et 7 p= y'. fl y anra donc trois cas a coaside- 
rer, savoir, si 1+y — ^ = 0, si 14-7— 7'== 1 et 2^ = 0^ si I+7 — 7' sä 1, 
pendant qu'aucme des qnaotitds by ne soit ^gale ä zero. 



Seit premiiremeot 1 + 7 -* 7^ = 0. On doit alors faire : 



c./: 



xP^.rfa? 



(«^-ft?)V(ll(«^))' 






Ä**"*.!/« 






-}-•.•• (7^4^- 



acP-* . rf« 



('<'-»jt.)v(«(«')r* 



V 

Bn donnant ici a on^ des qnantites Ci, Ci, .... Cg^ ane valeur arbUraire, 
mais differente de zero, oa determinera les autres qnantites, ainsi que Celles 
01 (1), Bt(l), .... Bt-^.,(9 -b «) par les eqvaUoas suivaatesi 

iJ,^(2)+C,J,,(2) = 0, 



878. 



2y 2, 2. (».(?)+c,^,(g)+c,^.,(r))B;.,(i- 



7) *= 0, 
■7) = 0, 



2,2,X(»,(?)+q,j,(e)+Cyj;,,(r))iz?;.,(m-7-2) == 0. 

Si de oes eqaations quelques unes d6pendent des autres^ oa pourra egaler 
a %efO ua nombre egjri des quautitis £V^ C2.9, •«•• ^^«« 

Sopposons daiis le secou^ cm 7 s 7^ ^ &^ s: (^^ on fdm alorsr 



^wHK9Kr0 



w». c. / '^•'" ^ +c / "T" '" --+• W- 



x-if*.dx 



980. 



_i_r« / * ac*-rP -*.<far , r* C a c*-rP-^ . da: 

Pvis »1 des ^aations: 

ii,,(i)+e,j,/i) = o, 

+'2,s/£\B,(e)+c,j,Ce)+c'r^.,(r))«;,,(--'y), 



+^s/C(»,(^)+e,j,(e)+Cyj,.,(y))fi;^(«i-.7-i)» 



aocone ne depend pas des aatres il sera impossible de troover une riU^ 
tioo entre les fonctions de la forme / — ^ — . Hais m k equa- 

tions dependeut des autres, on pourra donner a uae des qaantites C^, C^i ••• 
... Cg^:^ une valeur arbitraire . inais differeDte de zero, et a k — 1 autres 
les valeurs zero. Les 9+2r — k restantes de ees qaaotitäsy ainsi qoe les 
m qoantites Bi{l)j B^(l)j .... Bi^^^i^ -{- ^\ seront alors determinaes par 
les equatioQs (SSO.) 9 en y faisant ^ 

Cf+x q'^x 94>^ 

Sy(<r«(r)Q = 0, Sy((ri(r)Cy) =s 0, S,((r,+,_,(y)Cy) = a 



881. 



Seit en troisieme lieu 7 ss y\ mala aacane des quantites by egale ä 
z6ro. On doit alors fiiire; 



«^Z: 



(aJ'--6J)V(Ä(*P)r 



z+^^f; 



(«^-6?)V-(ll(a:P)) 



I»-« 



(«'-C)v'(«(«0)'" 



^""•^<«(''»'($f'(^)- 



Si alora des equations: 

/B,.(1) + C,Ä.(1) = 0, 
Ä,.(2)+C,4,.(2) = 0, 



9+« 






l l 1 



2r(ö-i(y)Q = 2y2,^.(Ä.(0 + C,4,(f) + CyJ.„(r))iZ7,.(l-7), 



IIA 



<7+» q ««-l 






1 11 



aucune ne depend des autres, il sera impossible de trouver une relation ea 

X* ji YD X J 

fonetions algebriqaes entres les integrales de la forme / ~ ' ^ . 

Si au contraire an nombre A: de ees equatioos döpendent des antres, oa 
pourra donner ä une des quantites C^ C^^ • • • • C^^.^ une valeur arbitraire 
inai§ diflR^nte de »^ro^ et k k-^\ autres les valeurs zero. Les 9 + ^ — ^ 



9. Br^ck, mimobre $ur les fönet, do la forme /x*'rP-^%(s:P)iR(xPy)*'P 4x. *** 

quantites restantea^ aiusi qoe les m quanütes B^{\)^ B 2(^)9 • • • • 
« • • Bf (q 4" e) seront alors determiDees par les eqoations (S8t.) en y fai- 

Poor troaver les conditions qoi doivent dtre satisfaites poar qae 
rexpression 



r(Ä(j*)) 



V(Jl(jrP)) 



■oit r^octible a des integrales de la forme /- 



s—vp-^.dx 



V(il(xP))' 



, on voit par 



ce qai prec^e qoe af — ^ doU dtre un factear de R{pfi) et qa'oa doit faire: 



«8SL 



Fo/ 



#'-yf'-*. dx 



^j-. 



jr^T'^ . äs 



+ V- 



j^(y-l)p-I . i/jp 



•^•••e JP; 



(jf'— *;)V^(il(j:»'))' 



::+^/; 



V(il(**'))' 



f 



jpH<«+7-y-t)f^>.rfx 



(^^-^»^(JKjt*')) 



M-< 



+ ....fi^^,y- 






(^-KJ^i^(^)y 



»«-• 



oa les r^Iations enlre les quantitesf),) -^^t) ••••F<-i-947>-^-m ^n ^2» •••• ^94<t 
fli(l), ^,(1), .... fi', (^4*^) BODt detenninöes par les equatioos suivantes: 



F,^%iir,(y)G,) »= 0, 



184. 



2yi,£!(ii;(f)-e,^(e)-€7,^,,(y)).Ä;,(y+«_/4.i) = o, 



70 = 0, 



9+* 9 <^-A 



fli.(t)lc,.l,.(l) « 0, 



eyj,„(y)).Ä;.,(m~y-i) » o, 
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826 A Broekj mämaire $ur le$ fönet, de la formefs^-rP-^ 9(^KR(^y)^'^ds. 

Chapitre 6. 

De kl r6dacUon des integrales de la forme /jr'-rP-^9(j7P)'/'(Jt(jrP)yi/ir par euz 

mdmes et par des fonctioos logarithmiques. 

Comme dom veuoos de voir, Yinl6gn\eja!^^^^^(xP)yr(R(xP)Yäx 
peot ötre reduite par des fonctions algebriques aux m+1+7 — 7' i^^^ 
grales snivantes: f—^I^^^^d^— , pfl^UlA^.^ /f^'^'4f, ... 

-^ ^ — , et ces iDtegrales sont g^neralemeot irreductibles 

par des fonctions algebriqaes. Ponr trouver maintenant les relations eotre 
ces integrales qn'on peut obtenir par des fonctions logarithmiqoes, on cherchera 
la fonction logarithmiqae ia plus generale dont la diSerentielle est deeoni- 

posable en termes de la forme /- et / . 

Bn designant par J9^,^(x) la mdme quantite qai se presentoit cbapitre 4. 
(804.) 9 cette fonction aura la valear snivante: 

386. T « i^ [a, 2, (^ log B,,^ (*))] , 
et on troovera, en differentiant : 



00, eo designant par ," an des termes de -j—, 

JV.V(Jl(xP))"-* "' 

287. x-n-tM' 

+-i(»Ä„(4P)/:(»)+(*— i)Äi(»)/;.»(*)+....Ä^(*)/;(«) 

+ (»-i)ÄH.i(*)r»-i(*)Ä(«')+....(H-i)«U«)Ai(*)Ä(«0)^^J, 

«88. Ä^« «8;,(*)/;(«)+«,-4(*)Ä(*p)A(«)+--Ä«(«)Ä(«^)/Ui(«). 




a. Brocke mdmoire aur les fönet, de la forme /s^-^^iisP) CR (sPy)^'Pdx. W7 
En faisant mainteoant: 

jD^ (x)j eu vertu de l'euqation (SS4.), deviendra une fonction enti^re de x si 
s+^<Zny et D'^(x)R(xP) ane fonction entiere si ^4*^ ^== <>u ^^ Bn 
snbstituant daos Tequation (887.) on tronyera : 

290. x^-TP-^ M' 
.il(«»')Jv[D;(x)^^+OUx)Ä(«»')^^+....D;(ar)ll(«»')^(^, 



= A. 



+1 X {^D'^(x)f,ix)^^)] +S^^,(a:)R{xP) ^^ 



S^(x) 



fc etaot an nombre qaelcooqae posUif on negaüf, nioindre qne n. Comme 

f yp 1 JM^ 

dana le ehapitre 4. on voit donc qne j^ ne pourra avoir ancnn terrae 

de la forme ;; « q etant plus erand qoe rnnite, ni de la forme , 

x^ — b^ etant an facteur de R(x^). Cberchona mainienant la forme qoe 
doivent avoir les fonctions fo(x)^ fi(j^)j •••• fn^iO*)* Paroeqne N = 
Bi{x).B2{x)....B^{x) doit dtre ane fonction entidre de a^^ fr(jx) doitötre 

de la forme : x "^ (bo-jr b^x'' -^-^ biX^^ -{-.... b* x""^. En d^ignant maintenant 

le m^me par z,dy comme dans le ehapitre 4. on aara: 

e 

291. ^ iC s hp, 

n 

^ et A etant des nombrea eutiera. Chaque terrae de S,t^(x) doit donc 
ötre de la forme ax "~^ • Maintenant, en verta de reqoation (287.), 
x^^^^ M' pent Ätre döcompose en termes des formes \ Ax '^* ^ 

Ax "- "^ . Mais 2 X + ii;= 2dr, et 2iC+i?;+y= 2rf;. 

»— 1 n n— 1 n 

Donc «baque terrae de x'^^^^^M' anra de la forrae Ax " . Mais 
il doit 6tre de la forme Ax^^^^*j donc: 

29* 



998. kp+ S< — 1 =s t^ep^tf 

n 

et de las 

t93. X ii; a «^.tf^/y. 

Par cetle eqoation etpar celle (291.) on voi( qoe foCx)^ fi{^)y •••• /SLi(^) 
doivent avoir . ici la mdme forme comme daos le chapttre t. , c^est k dire que : 

Zj 2j a^ dtant determioes comme daiM r^qaatioo (109.)» 

Poar troaver le degre de x^''T^^^M\ il y a a remarqoer que^ le degre 

de f^{x) etant egal a iC -^-f^Py celui de i9,(x) est 2 (d^-^f^p). Oonc le 

degre de ae^^^Mf est egal k la plw grande valenr qoe peat avoir Fex* 
pressiou 

mjf etaot le degrö de B(s^)y f ^f^ ^ aorabrea entiera, et ^ssf ^ «I 
une des yaleors qa'oo doune a v est plus grande qae 9^ et^aO sime Test 
pas. Maiutenant saivaat ce qae neos yenoos de dire dana la deiaoostra-* 
tioQ da th^reme 16*"* on a 

^iK-^r d^gnant le nombre eotier iamiidiatemrat moindre que S!!ll£zz!2i!?db!j^ 
oa egal a cette qaanlite. Donc 

895. S (rf;+A» = »(e-»-S+P,/»-«)+ S (/»f-^ + irX 
De la OD vtfit qae 2 (^+/r) ^^ ^^ ^ 

Ä na^+npß^^pnm-^p^m — ^ S v 



oa moindre qae cette qaantite* Mais on voit par reqaation (993.) qoe 



«. Br0ek, m^mttr» $mr h$ fönet, dt ta form$/s-iP-*%iJti)CR (st)) '^ dx» M* 

S (dt + ftp) doft avoir la forme ^ + 4p/^ dono^ 60 rediarqaaDt qoe le 
nombre eutier 6g$l k ^^*'"^^^^+^/ q^ iamMiatement moiiidre que (^^^ v^-r . / 

est la plus grande Taleor qoe peot avoir 0^ si a -{- a^/i es 00 < mp ~- ^^ 1 
et eo desigoaut ce oombre par ^«-^ ^ 00 troovera qoe la plu3 graude valeor 
de mp+ S (41+ ftp) est 

n 

S96. na^ + n/iß^-f /iitm— /i^m+t-f f^iM.«;^— ;^0»/^^* 
DoDC en sobstitaaot daos reqoatioo (SM.) et en remarqoant que ai ^^ ^ 0, 
la plus grande valeur de 9 est 1 9 et si f*' csO^ eile est zero, 00 volt que 
le plus haot degre de üe^^'^^^^M' est 

Le degre de iV est egal a 

898* Aff^ + ^Fßf+P^^ — /^f« 
Oo a douc: 



+ 



^_,p -^ ^-.^ -r.- ^_^p , 

^ — ^9 ^ — ^9 •••• ^'^ — ^ n'etaot pas des facteors de R(ai^). De 
la il suit que si m — y'^q^^+i^ les fonctioos 

^ _^ "» V S f •••• V n 

soDt absolument irrdductibles par les fooctions algöbriqoes et logarithoiiqoes* 
Donc elles constitoent des fonctioos transeendantes particolieres. 

Ed sobstitoant la yaleor aiori (rooTee de jf — dans T^oa- 

tioo (SM.) et ea iotegrant, on obtiendra: 

*'*• •*«y "^J z: + V^-iy —= + •• • • *-ry ^: 

_%nf s'-Tf^.dx I /j /* s*-if~*.ds 

'TPj- :^ r».». p-/ s 



2S0 8. Bro ch, mimoire 9ur le$ fanet. de la fwme /x'^-tp-^ % (xp) (ä {xf^^^ ix. 

Cette equatioo coutient la relatioo la plos generale entre les intö« 
gralea donnees qoi peat Stre tronvee par les foDCtions logaritbmiqaes« 

Soit mainteflaot la quanütö Bi^^{x).B^^^{x)....B„^^{x) da degre 
j[ii^/7, le nonibre des coefGciens daos ies quanlites de la forme B,^^(x)j en 
vertu de ce que nous avons demonträ pour Ies eqaatioos (116, 128 et 124«) 
et en remarqaaut qu'un des coef&ciens dans cbaeuDe de ces fodctions doit 

^<re indetermin6, sera egal a i,|x, + g( ''+^'^g'^^''~ -^ — l), b' 6Uknt le 
plus grand facteur commun de m-^-r et n. De plus, le aombre des coefficiens 
Jli, ^, ..*• J[^ est ^ Od a dooc en totalite lfeyA^ + g (^ ^m{n-^ j^ 

quantites indeterminees. En differentiant requation (300.) 9 faisant dispa- 
roltre ies denominateurs et comparant Ies coefficiens des mdoies puissances 

de Xj on obtiendra tont an plus 9^n-^ + 7+l +^rfA, equations, par le»- 

1 

quelles on determinera Ies quantites indeterminees susdites et Ies coefficiens 
des integrales du premier membre de Fequation (300.)* Parmi ces coeffi- 
ciens on pourra supposer 2^ fA^ + g ( ^ -^m^n— ) ^ — j ^g^^j^ ^ ^,.q^ ^ 

nn coSfficient sera arbitraire, mais different de zero. 11 restera donc 
tout au plus y„^+7+l — S\ —fn{n-- jj coefficiens a determiner. En 

reroarquant mainteuant que r-}-6' — m(it — 1) doit toujours ölre unnombre 
pair, on voit que, si r + *'>iw(it — 1), on doit avoir m(n — 1) — r — b'+2 
8= ou <^ 0, et parceque dans ce cas on peut donner seulement a g one 

valeur entiere et positive teile , que y«^, + 7+1 — f \ ^T ^^ ) de- 

vient egal a zero ou moindre que zero, Ies seuls cas ou cela sera po9- 
sible et oü par cons^quent Ies fonctions donnees seront int^grables par des 
fonctions alg^briqoes et logaritbmiques seront ceux que nous avons trouves 
a la 6n du cbapitre 2., savoir Ies cas des fonctions (130, 132 et 184.). Daii3 
tout autre cas ü faut faire g «= l, et on reduira dans ce cas one des integrales 

du premier membre de Fequation (286.) ä ytt-4 + 7+l + *'* 2 ^^ ' 

autres integrales de ce membre et ä nne fonction iogaritbmique. 




& Broeh, mimoire 9ur hs fond. de la forme /s*'-r'^^%(xP)(R(a:P)')^ *3t 



Note relative aa chapitre 1. 

Siy comme dans le tbeordme 6. od snppose que la fonctioo Fipcf") 
est de la forme 

I. F(af) = ilo + ^i^ + ^^'^+^^-A^'^ 

eo d^ignaot par ^ le nombre entier immediatement moindre que 7 + -^^ i 

m Von fait de plus: 

9. n(*) = /^^^li^i^^l^, 

•^ V"(Ä(arP;)* 

R(ß^) etant ane fooction entiere de afy du degre m, et qu'on soamet cette 
iot^graie k ia coadition de s'evaooair avec x, ou aora en vertu des theo» 
renes 6. et 8.; 

8. n(x.)+n<*,)+....n(*p = -c(n(r.)+nc>-,)+.-n(y,)), 

ft etant qd nombre eotier quelcooque, »sa "* . ~ ^T^^~ "* , e ane quel- 

conque des valeurs de ((1))"« xi, dPa, .... x^ des qoantit^ arbitraires, les 
meines dans les fonctions U(xi)f 11 (xi)» .... n(x^) etant arbitraires , yi, 
y,, . . . . y, des fonctions ratioanelles de x^ Xj, . . . . x^ et des racines 

/'(A(dtf)), ^(B(xl)j .... ^(B(xf)), et les racines dans les fonctions 
n (>*!}, n(X])) .... n(y,) ^tant d^terminees par les racines dans les fonc- 
tions n(xi), nCxj)» .... n(x^) et par la valenr de e. Vom d^terminer 
oes quantites, on formera les fonctions suivantes: 

( /;;(x) = x' Ko+aiMxP + fli.,»x'P+....ai^^,,««-+'»>''), 
/i (x) = x»-(«..o + «i.ixP+ a,,,x"'+ .... «,,M.«^,x<-+'-»>''), 
^,(jr) =3 x'-'(a2,o+a,,ixP+«i,,aX^+....a,,^,^x«»^»^>0» 



4. 



f^Qv) = («,,0 +«!,,, xP+Ä,,, **+.... a,,.^^ x<'*^-^>'')» 

/►^(x) == x^»(«^,,o+«,^.iX^+ a,^,,ax«''+ .... fl-i.u+v,+»**"*'-"+*^'')» 

oa /. designe le nombre entier eonteno dans la firaction --^ ^. On peot 

ici donner a q ane valear entiere positive quelconqoe plus petite que py et 
a c nne Taleor entiöre qaelconqoe teile que (u+v — rq — (m — r)cr devient 



tSt », Broek, mAmAf ttO- U» fimet» de la f9rm0fs-yf-^%(xP)iB{xf)y^ f äs, 

divisible par n. En retrancluiut da qootient de cea deax nombres le oonbre 
eotier egal a IzzS. , oo immediatement pliu grand qoe cette firactioai la dif> 
ference sera ce qae avons d^gne par «. Od doiC de plos fiure: 

'b.(x) == /S(«)+/;(ar)(Ci./(Ä(«')))+^(«)(c..^(Ä(«')))'+... 



6. 






• • • 



• •• 



... +/Ui(*)(«:./'(Ä(«'))r*, 

Cg iUknt nne des valenra iiugioaires da ((l))"f oa etc=— 1 ai »s^Z 

En donnant mainteoaDt a un des coöflficieoa dea foDetiom /o(^)f 
fi(x)j f^{x)^ .... f^{x) nne valear arbitraire maia differente de aefO, Ott 
determinera les fA autrea coßfBcieoa par lea fieqoationa aoivantea: 

eo donnaot dana la premiere de cea eqoatioBa a /'{R{af^)) la valeor qo^elle 

a daos la fooction li{x^^ dana la aeconde a ^{R(jxf^)) la valear qo'elle 
a dana la fonetion 11 (x,) et ainsi de aoite. 

Les qnantitea y^^ y^^ y^^ .... y^ aeront alora d^termineea par 
r^quation anivante: 

7. B,{x).B^{x)....B,{x) 

et ellea seront par conaeqnent lea racinea de Feqoation anivante dn degre f : 

(x'-xf)(^-xj)....(x'-^) ~ "• 



Les valeon de /XBC^)), Vißty^), .... /'(ACy^)) du» les fon». 
tiofis nc>'i)» n(ys)> •••• n(yv) Mroot d^rmin^ pur le« dqnatioos 



/(BW))- - ^%§^. 

<ia A est OD oombre entier pomtif qualconque et oh C^{x) dMgoe le ooöf- 
ficient de df^{x) dmns la diiföreDtielle da prodoit Bi{x).B^{x)....B^(x) 
par npport k f^{x). Oo voit par la qae lea qoantit^ y^i 9 Xti «••• Xr Mot 
absoloment iodependantea des jcoöflficieoa de a^ dans la fonetioo F{sif). 
Eo faisaat done: 

etfis2v, ar^^isar;, dp^^^sar;, ..•• ar,,aar;i f^oatioB (8.) entral- 
nera lea ^4*^ equationa auivautea: 



11. 



ll+ffi:is:::::S^)H-''<*'<^->+*'^^+""*'''^'» 

U y a maiateoant & remarquer qoe (oojoora v^f^ Poor d^mootrer 
eela nous cooaidöreroBa separemetit lea qoatres caa : m-^rss«^ m— r^» 
(aiaia doo m— raO), m — rssO^ et m — r>n. 

Si m— r = ii, 00 a &«ii, done y = ÖHiTlC^iiMl? , de plus la 
plus graade valeur de ^ est v^~ My+ ) ^ q^ ^ alora^ parceqae it > 1 : 

CNlto*f loaiMl 4. IL Bd. ZXnL Bit •• 80 



234 8, Broeh, mdmaiM tw le» fönt*, de la /•nM/r*-rP-* 9(jc»KJI {gr)'f 'ß ix, 

(i*-2)(p+l) ^ (»-2)(iffr)+2 
-Y < 2-^ ^ 



Si m — r <; it, mais dod pas m — r s= 0^ la plas grande valear de ^ est 

^^^ , la piu» grande valeor de & est m^^r^ et la plus petite va- 

leor de v est par consequent ^^~ J^'r ^ q^ ^ alors: 

n = ou >2, 
ri^ s QU >4(ii — 1), 
mri^ = ou >'4m(ii — 1), 

mii^ + 2r>4m(ii — l)+2(m— »), 
mn^— *2mii + 2» > 2(mii — m — r), 

mn— -2m-4-2 ,^ mn — m — r 



f I ■ ■ .,■■.. 



e- 

Si m— rssO, on a: ftsan, dono v = (»— 2)(r— ) ^ j^ ^j^jg 

grande valear de ^ oera ^^ 1. On a alors: 

ft*~4fi-f 4 > n'— 4n, 

(»— 2)»>(n-4)ii, 
(»-2)'>(ii-4)/», 
(»_2)(n— ;i) > 2(n— 2)— 2;», 
(w~-2)(r~i) ^ »~2 . 

v>e. 

Eu6ii 81 m— r>ii, la plus grande valeur de^ sera: , 

la plos grande valear de b sera n, et la plos petite valear de v sera par 

eons^aeut — ^^— -V"^~^ + *» ön a alors: 

«»> r+n, 
mn — »»Xr + ii)(» — l). 
Mais its= oa ^2, 

doDC mn— iii>r-|-n, 

mit — m — r — n^O, 

mn-^m — r— n «^ mn— m — r — n 
2 =•" 



a. Brock, m^mobro «nr lea foitet. äe la forme fs*-r'-*%(ßif)(R{^y)i^^ 4s. S35 

Od ft donc toojours v = oo ^ ^ + ^ » c'^^t a dire : le nombre des eqaa- 
tions (11.) est toajoani 4g8l s v oa plas petit que v. En faiaant maiote- 
nant, poar abreger: 



1«. 



^, («i) + ^, (a?a) + . . . . (P, (ar,) 

<Pi(«',) + ^i(«i) + .... <Pi(a?;) 



s U. 






le nombre des qoantHes x^, Xj, .... d?, sera toojoors egal ä celai des 
qaaotitds f«»« ttt» .... «,, od plos grand qae ce nombre, et de mdme le 
nombre des qoantH^ x^, x,, x^, .... x^ sera tonjours ^gai ä celoi des 
qaantites r,,, V|, .... t)^, oo il le snrpassera. On peat donc toajonrs sap- 
poser des foncUoDs hiy Tv«, .... Kr telles qoe: 

X, sss ?^(«„, «,, «i, .... «,), 



18. 



X, = 

x; = 

X^ SS 






\X', ^ A.r(t>o> »1» «'s» ..•• «'f)* 

Les eqaations (II.) donneroot alors: 

^4^'- « ^i(r.) + <Pi(y«) + • • • • <Pi(r.)» 



14. 



«t±!!t =: (p,(yO + <Pe(ya)+....<P,Cyr), 



et OB aora par coas^aent: 



30« 






16. 



y, es ^a\ !««.•» !.«• » •••• !_e.V» 

OH c est ane raoine qaelcoDqoe de r^aation s"— 1 tss 0. Le$ foneßon* 
invertes Ki, K^ .... \, ont done la proprium pu U$ foneüont reprS^ 
MnUe» par Im teeomd» membre» de» dquaüan» C^S.) nwt de» radnet dmne 
dquaUon du degrd y «lern/ le» eo^ffMeHs soni de» fonethns atg^rique» de» 
foH^km» r^^d»enUe» par le» »eeond» membre» de» iquuHon» (HS.)* Cette 
proprio, analogae a celle des foncUous trigooometriqaes et elliptiqoea, 
est nae cooseqaence inunediate des thäorönes 6. et 8., oa plutdt ces tbeo- 
römes mteies, prösentds seolement soos nne aatre fonne rexpriment. Ou 
peot anssi pr^nter ces theordmes de la maniöre soivante: 

Le» Q-^i SquaHoH» difären^eUe» luUmre» dm premier ordre 

-5 + -S + M » Oj 

__ 1 _ |.,,,._x-_ SS 0, 

— j 1 ^. .,,-*_ —^ as 0, 

entre le» q variable»: »i, »,, ..... x^ ont v UU^aie» t^ibrique» cosi- 
pläee, en ^tendant la döfinition des fonctions alg^briques anx racines ^vam 
^aation algibriqae. 

Note r^laÜTe an chapitre 19. 

Si Ton soppose» oomme dans le (höortoe 18., qoe ]a fonctk« F(^ 
sott de la Imnae: 

1. F(«o = c;,+C4«'+ci«*+....c,«^, 



16. 



«. Br»ck, mAHobrt 0urle$ fönet, d0laföm0/s*-^!P^%{sP)iM(jcP)y^'Pdx» M7 
60 d^gnant par «t ie Bombre entier immMiatemeiit noindre qae: 

en falsaui de plos: 

2. Pix) ^f'^^n^'i' 

ViR{xP)T' 

et eo aomnettant oette fonction a la condition de «'evanouir avee x^ oa 
aara en vertu des th^remes 13. et 16.: 

8. P(«o+i'(*«)+-...'PW = — «^(i*(yi)+i'(yt)+.-P(yr)), 

fA 6tant un DOmbre entier qoeloonqQe et v = — i ^-^ -"^^ , 6' de- 

Mgoant le pltu grand facteor conunan de m -f- r et it^ c etaot ooe qoelconqoe 

des yaleara de ((l))"f ^o ^29 •••* ^/i ^^^^^ des quantit^ arbitraire^^ lea 
raoinea daoa lea fonetioos: P(xg)j PC^a)» •••• P(^/i) ^^aot arbitrairea, 
Xif Ttf »•••Xr des foDCtions ratiouoelles de x^ X2f • . . . x^ et des raci- 

Des /'(B(arf))y /"(BC^), •*•• /"(/{(j^)) et les racines dans les fonetioos 
P(yi)y P(yt)f •••• P(y$) ^^^^ d^erminöes par les racioes dans les fooo* 
tions P(^i)f PQ^i)y •••• P{^^ et psr la valeur de e. Poor determioer 
ees qoaDtites od formera les foDOtions suivaotes: 

/;(a?)« a:* (*o + »ia:^+»aa^+-..e*^^a?^'^e>''), 

f,{x) » a^+»(»:+»ra^+»;a?^+....&::^^,a^^^^ 

oik f« ddsigne le oombre entier coDtena dans la fraction ^^^"^^\ Dans 

ees ^nations on pent donner ä g nne valeur entiere positive qaelconqne plus 
petite qne peikq nne valeur entiere queleonque teile que u+v— r^''-*p(m-l-r) 



t88 8. Brock, memoire »w U* fönet, ie U forme Js*'i'^%(jcr)iR(sr)y'Pdx, 

eoU divisibje par n. Bd ajontant an onotieot de oea devx nombres le nombre 
eotier qae coutient la fraction T^ t la somme aera es v. 
De pkis il faut faire: 

'b,(x) = rü(*)+^(*)(ci/(Ä(a?^)))+r.(*)(«./"(Ä(*')))'+..- 

...r-i(^)(«i/CÄ(«^))rs 

.•.A-.(*)(«;/(Ä(^))rN 



6. 



€i etant one des valears imaginaires de ((l))") oa Ciss«— l, si nssS. 

Bn doDDaot mainteoant a un des coefficiens des fonclrons ^(^r)^ 
fi{x)^ AC^)^ •••* fn-^ii^) 00^ valeor arbitraire mais differeiite de zero, oo 
determinera les (i autres co6ffieien$ par les (i equatious suivantea: 

4j J/o(^2)+ri(Ära)v^(H(a^,))+/i(ar,) 

N 

6D doDoaut dao8 la premiere de ces äqoalioiis a ^(R{x^^)) la valeor qu'elle 

n 

a daos la foDCtioo P{xi)n dans la aecoode a ^(B(a7^)) celle qa'elle a dans 
la fouction P^x^)^ et ainsi de saite: 

Les quantttes Xi» ^29 •••• Xr ^ trooveront aloni determineea par 
r^oatioD ^ B,(x).B,(x) . . . .B,(x) 

e M(x^^xP,XxP^xP,)....^xP^xP)(x^^yPKxP^y^^^ 
M etant aoe eoostantef et eile« seroDt par cona^qoeut lea racinea de reqaa* 
tioDda degre vi 

8 Jix{x).B^{x)...,Bn{x) _ Q 

(Jt'' —JT?) (JT^— *;).... (jpP —JfJ) 

Les Taleor« de VißWf V{B(y\h •••• !^(B(yp daoa lea feno- 
iiona P(yi)9 Pi^ii^ •••• ^CXr) ^aont determiatea par lea ^uationa aoivaatea: 




8, Broek, memoire *ur If fönet, d* 1a forme /x-v^%(3fi>)(R{3ei')'f n> dx, 239 

ou k est an oombre eutier posilif quelcooqoe et oä C^ix) designe le coef- 
ficient de df^(x) daus ia differentielle do prodait Bi{x).Bi{ße) ...^ Bni») 
par rapport ä f^ix). Les qaanlites y^ y^^ *... y, sont absolomeot inde» 
pendaotes des coefBcieus de af daos la fooctioD F{3^), £d faisaot douc: 

10. ^^i(JP) = / —i , 

•^ y(Ä(jpr))"— 

et en faisaot : fi =s 2 y , d;,^.t ^ »i , dp,^ =2x2} • • • • »i^ s= »^ , reqaatioo (3.) 
eutrainera les saivaotes: 

i+^Po(*l)+^..(*;)+....^^o(*;)^ *^ (^ü(r,)+V'o(y,)+....vA'«(yJ>, 



U y m maiDteDant a remarqoer qu'on a toujoors v^cr» Pour demontrer 
(cela, noua conaidereroos sdparement les (rois cas: m'\'r9ssn, m-jrr^n, 
m + r>ii. 

Si iii + ^ = '»> on a: *' = », ys=s — (n— r — 2)-(-l; de plua la 
plus grande valeur de er sera n — r — 2« Donc parceque y^=^ ^ ^^« 
|^(n— r— 2) + l>n— r— 2, ou v><r. 

Si 01+^ ^^> la plas grande valear de ö' aera =y9 sim>ly et 
B ^y si 01 as 1 } 0* sera toujours plus petit que *^^^*~ ^""^ ^ Dquc si mss 1 : 

(•-2)(y~l)>«(y-2). 



MO 0. Broeh, mdm^r» »w Im fönet, d» i«forMey4r*-ii>-*9(jrf>)(JI(«iO)* «p is* 

Hais parceqae r-l-K*»» «'B3 00 <y et fi^r ■• 00 >y) done 

(« -2)(«-l -r) > «(l— 2), 

« (»— 1 — r— 1^ + 2) > 2(11— 1 — r) 

OV V ^ 9^ 

Si fli>l) OD «: 

2«— 3>0, 

(2«-3)(|.-l)ii>-2(«+r), 

m««— ~— 2mfi+3»>— 2(«+«*), 

aiii*+3ii— ~ >2otii — 2m— 2r, 
»(«I1I-I-3 — -2-— ii)>2(m» — m— r). 

Mais b' SB <y, et m^'r a oa <ii-^l» 

doDC ft(mfi4-2---iii — r— *')>2(«ifi— w — r), 
oa «(«(11— 1)— r— *'4.2)>2(««-^«i— r), 

St enfio fli4*'*>-i*) OD a toirjoars (» — 2)<«ii— m — r)8^ on 
> »(&'— 2). Bn effet, si » a 2, oela est evideat, ^ litant tont ao plos ss n. 
Si n>2 et msal, ona^ rssn, 6'=sl, dooo (fi-^2}(«ii— >«• — r)Bs 
oa >n(h*—7h « ii>2 et ms 2, 00 ai r>ti— 2, doao rs«, ^s 

ou <-j, (i^-2)(m»-m-r) = oa >ii(|.— 2), dooe (»— 2)( mi i m r) 

SS 00 >n(h' — 2){ si enfio fi>>2 et mss oa >3, oo a 

(m— 2)n^ 00 ]>n, doue, parceqoe rss oa <iii/ 
u-^m-\-r^^ 00 ^Co*»^ 

»SB 00 ^mn — m-^r» 
Mais &'-->2=s oa ^n — 2, donc: 

ii(A'^2)= 00 <(»— 2)(mn— m— r), 
On a doDQ toojooFs (fi--2}(mti — m — r) sb oo > s(^-o2)i dooe 
«(mn-rn— r— *'+2)= od >2(mii— m— r) et »»(»»~l>:>r-y«f.2 _ 
^ s»(»— ll'-r ^ ^ 

OO >2-^ --^ , 00 ¥>fl'. 



9, Bfth, mJmäre Mir U» fonet,da 1a /»nM/r»-f»^*8(4^)(A(jri')/'rtf jr. t41 



Done toujoim yss oo ^tf'+l» c'est a dire, le oombre des äqaa- 
(ioos (11.) est toajoon ^al i v «a plus petit qae v» So fiusant Baintenant 
|M>ar abn^ert 

(ypo («,) + ^o(«j) + • • • • ^ü(*r) = «C » 



12. 






« 



«f 



= tt 






le Bombre des qiuuitites Xgj »^^ .... x^ een toojooni 6gal k celoi de« 
qoantitee Hu, tii , t^ , . . • • i^ oo plus grand qae ce nonbre, et de möme^ 
le Bonbre des qoutttee x\^ x\y • « • • x'^ eera toajoimi egal 4 celui des 
qmintitös ro, v\^ .... < ou plos graod. Oo pent donc toigoors soppoeer 
des foDCtioos K9 ^t» •«•• K toHes qae: 

Xi 8B \ (U0f tlft, tf^t •••• il^}f 
^t *^ J^C^If •*!> •^f •••• •Of 



13. 



Xy (Ho f ^^if •h» •••• •^^/f 



^1 



Xp -^ h^(Vß, t/'gf ra f •• • • iV> 



Lee eqoatioiis (11.) donoeroBt alors: 



14 



• ^ 



<+•; 



^ö = ^«(ri)+^o(yO+-..^o(rr), 



>^l (Ti) + '^iCy«) + • • • • '^i (Xr)« 



^J? = «#/.(y.)+^.(r,)+...-^.(rr). 



el 4» an» par consdqueaC 

CMW« iMTMl 4. IL Bd. XXm. Bft. ly 
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16. 









^ ' ■ * ♦ t * 






•<t4"<'*^ 



Ott c est one radne qodconqoe de F^uation «"-^l essa jDonc fer /bnr- 
<!bM itweraes K\9 74 f « •« • 7C ^'^ ^ proprUU que Üb fonctknu repr^ 
unUes par Um sectnkh mmnhres des SquaäoM 016.) wnt de9 racmes d^tme 
Sfuation du degrd Vj et lea co^fidens wtU des fanctiana ätgAru/ueB 
des fimeUons reprisewUee par lee seeande membree des equathne (t8.^ 
Gette proprietö eat ane GonsöqQence immediate des th^reoies 13. et 16. , 
qai peoTent aossi £tre exprimöes de la maoidre aolvante: 

Lee c^ 1 dgualume differeniieUes Uu^tdree du premier ordre: 



16. 



rcB{sP)ir 



••♦• 



x^^'.rfx. 



V(il(*?))"- 



V(Ä(*S)> 






• ••• 



0» 



v"(ii(*r))"- 



ir(ji(^))- 



V(Jl(«p) 



+ — r 



• •»• 



x^'^f^^.dx^ 



0, 



Mir« Im q variablet «i, »„,... x, on/ v kU4gräte9 otgAriquet «om- 
fleSfte, en ^tendant la definition de« fonctions algöbriqaes aax racines Sua» 
^qnation algäbriqoe. 
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9. 

lieber Reihen von Kegelschnitten in einer Ebene, 
welche sich in denselben vier Pancten schneiden« 

(Vm Henrn JfmaM, K5iiigL PreoAL UMlenant io der aeohsleQ Artillerie -Brigade sa 

BreebiL) 



lo der ^ySystematiBcheo Botwicklaog der Abhängigkeit geometrischer Cre- 
stalten von einander, von Herrn Stemer*' bilden die Gerade nnd der Strah- 
lenbfisehel die Grundlage der Bntwicklongen. Man sieht , daCs swei pro- 
jeetivisahe Geraden s&wei collineare Systeme bilden, in denen die Pnncle 
jedes Systems in einer Geraden liegen ; eben so stellen zwei projectivi» 
sehe Strahlenbflschel swei collineare Systeme dar, in denen die Geraden 
jedes Systems durch etnett und denselben Punct gehen. 

So wie nun zwei schief liegende Geraden oder Strahlenbuschel, 
wddie projeclivisch sind, einen Kegelschnitt erzeogen: eben so erzeugen 
swei nicht collioear liegende collineare Systeme Reihen von Kegelschnit- 
ten^ welche sich in denselben drei Puncten schneiden, oder dieselben drei 
Geraden berahren« 

Es ist kein Zweifel, dals die Gesetze der Collineation nnd Reci- 
prodtit sich allgemein nach der Methode des Herrn Steiner entwickeln 
kssen« Besonders wichtig hierbei ist, dals diese Geometrie durch besondre 
Lagen der Gruodgebilde das Imaginfire der Analysis in ihr Gebiet zieht 

Legt man zwei projectivische Geraden so aufeinander, dals die Durdi- 
schnitte der Parallelstrahlen sich decken, so bilden die entsprechenden 
Pnnctenpaare beider Geraden conjugirte Puncto der Involution« Liegen 
die Geraden ungleich Hegend t so giebt es zwei Puncto: die doppelten 
Panete der Involution, in denen entsprechende Puncto beider Geraden sich 
deciken. Es giebt keine doppdten Puncto, wenn die Geraden gleichliegend 
liegen« Der Centnüpunct ist der Punct, in welchem die Durchschnitte der 
Parallelstrahlen sich decken. 

Zwei projectivisch ähnliche oder gleiche Geraden bilden immer ein 

lavolntionaBystem, wenn sie zur Deckung gelangen. 

81* 
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Je zwei entsprechende Poncte m und nf der beiden coUinemren 
Systeme M und M^ sind die Mittelpnncto projectivisober Sfrahlenbösdie^ 
deren entsprechende^Strabien entsprechende Geraden jener Systeme sind» 
Diese Slrahlenbfiscbel liegen schief, wenn die Systeme nicht collinear Ue« 
gen, und erzeugen einen Kegelschnitt (aa^ 

In den drei Sitnationspnncten der nicht collinear liegenden Systeme 
decken sich entsprechende Pnnctenpaare ; einer dieser Poncte ist stets reell} 
zwei können imaginär werden; alle drei liegen nie in einer Geraden» 

Die Sitoationsponcte sind die Mittelpuncte zweier coucentrischen 
projectivischen SlrahlenbflscheL Alle Kegelschnitte {aaf) schneiden sich 
in den drei Sitnationspnncten , weil letztere stets die Durchschnitte ent» 
sprechender Strahlen sind. 

Liegen die Poncte m, b, e, ^... des einen Systems in ein^r Gera- 
den, so gehen alle Kegelschnitte (aaf)^ (^i')j •••* dorch einen bestimmten 
vierten Pnnct, den Dorchschnitt der Geraden ab und a^b*. 

Im Allgemeinen enthält jeder durch zwei eoUineare Systeme be- 
etlnunte Kegelschnitt nur ein Paar entsprechende Pnncte derselben, welche 
sich nicht decken, da in beiden Systemen nor entsprechende Pnncte Büttel- 
puncto projectivisober StrahienbOscbel sind. 

Je zwei entsprechende Geraden a und af der beiden oollinearen Sy* 
steme M und üf ^ sind in Ansehung der entsprechenden Puncto projectivisch, 
liegen im Allgemeinen sdiief, und erzeugen einen Kegelschnitt (aa^). 

Alle Kegelschnitte (aaO sind einem Dreiecke eingeschrieben, dessen 
Seiten die Siluations- Axen sind, da letztere alle entsprechende Geraden in 
entsprechenden Puncten schneiden. 

Es möge noch erwähnt werden, da(s, wenn von zwei oollinearen 
Systemen die Rede ist, dieselben nicbt collinear liegend gedacht werden« 

9. 2. 

Zwei collineare Systeme M und M^ sind mit einem und demsdben 
Systeme P reciprok verwandt Hieraus ergiebt rieh sogleich^ aus den be- 
kannten gegenseitigen Beziehungen der Systeme, diejenige Verwandtschaft, 
nach welcher tiner Geraden ein Kegelschnitt entspricht; alle diese Kegel- 
schnitte schneiden sich in drei festen Puncten, und allen Geraden, welche 
durch einen Punct gehen, entsprechen Kegelschnitte, welche sidi in emem 
und demselben vierten Pnncte schndden. Es ergiebt sich nemlich Folgendes: 
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tn 



A. In P ant^prechea i 

JedeM Pancte 

Allen Ponoten einer Geraden 



Tier hamieoiscben Pnncten dner Ge- 
raden 

Allen Geradeiii welche aidi in ^em 
Puncto schneiden. 

Dreien beetimmten Gertiden 

U« 8« w. 

B» In P entsprechen s 

Jeder Creraden 
Jedem Strahlenbfischel 

Allen StraUenbOscbeln, deren Mittel« 

ponc(e in einer Geraden liegen, 
Dreien bestinunten StrahlenbOscbeln 



in M und M': 

In jedem System eine Gerade (StraU). 

Zwei projectivisohe Strafalenbflschel, 
welche einen Kegelschnitt erzeu- 
gen. 

Vier harmonisdie Punete eines Kch 
gelscbuitts. 

Kegelschnitte, wdche durch einen b^ 
stimmten vierten Punct gehen. 

Die drei Sitaationspuncte» 

U« s. w. 

in M und M': 

In jedem System ein Punct 
Zwei projecUTische Geraden, welche 

einen Kegelschnitt ersengen. 
Kegelschnitte, welche eine gemein* 

schaftlicbe vierte Tangente haben. 
Die drei Sitaations-Axen» 



U. B. W# 



C« s. w» 



$. 3. 



Es mögen jetzt die Kegdschnitte, welche sich in denselben vier 
Pnncten schneiden, noch aus einem andern Gesichtspunct betrachtet werden. 

Sind vier Punete gegeben, welche allen Kegelschnitten gemeinschaft- 
lich sein sollen, so kann zu jedem fönften Punete nur ein Kegelschnitt ge- 
funden werden« Wir stellen uns jetzt die ganze Reihe der durch vier 
Punete mögliehen Kegelschnitte vor. Alsdann kann man drei beliebige jener 
vier Punete als Situationspuncte und dureh den vierten Punet zwei belie- 
bige Geraden als entsprechende Grcraden zweier cdlineareu Systeme anneh- 
men. Dies ist möglich, weil dureh diese vier Geraden beider Systeme und 
das fintspreeben derselben, die coUinearen Systeme bestimmt sind. Die 
durch den vierten Punct gehenden Grcraden schneiden jeden Kegelschnitt 
in entsprechenden Pnncten beider Systeme. Man kann nun ferner alle 
Punete eines Kegelschnitte als entoprechende Pancte einer Reihe von col* 
linearen Systemen ansehen. Alle diese Systeme haben dieselben drei Si- 
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toatioDspuucte, nnd alle fibrigen Puncte jedes Sfyatenflr liegen in einer Ge- 
raden^ welche durch den gemeinschaftlichen vierten Pnnct der Kagdaeliaitte 
geht Alle diese Geraden sind unter sich projectivisdi und liegen schiaC 

Diese Betrachtungen fuhren unmittelbar zu einer Reihe von Sätzen. 
1« Schneiden sich vier Kegelschnitte in denselben vier Puncten, und 
legt man durdi einen dieser Puncto zwei €reraden, welche jene Kegel- 
schnitte schneiden 9 so smd die DoppelverhSltnisse aus den Bntfemungea 
der entsprechenden Durchschnittspuncte in beiden Geraden gleich« 

Diese beiden Geraden schneiden die Seiten desjenigen Dreiecks» 
weldies die andern drei gemeinschaftlichen Durcfaschnittspnncto der Kegel- 
sdinitte bilden^ in entsprechenden Puncten. 

2. Ist einem Kegelschnitte ein Dreieck eingeschrieben^ und zieht man 
durch einen Punct des ersten zwei Gerade , welche die drei Seiten des 
Dreiecks und den Kegelschnitt schneiden, so erhält man in jeder €reradea 
vier Puncto, und die Doppel Verhältnisse aus den Entfernungen dieeer vier 
Puncto in beiden Geraden sind einander gleich. 

Hierin liegt offenbar die Construetioa eines Kegelschnitts aus ftef 
gegebenen Puncten; Man beachte dabei nur, da(s die in einer Seite des 
Dreiecks liegenden Puncto beider Geraden entsprechende Puncto sind« 

3. Ist einem Kegelschnitle ein Dreieck eingeschrieben, und drehen 
sich zwei Gerade, welche sich stets im Kegelscliuitte schneiden, um zwei 
festo Puncto einer Seito des Dreiecks, so sind die Doppelverhältnisse aus 
den Bntfemungen der jedesmaligen Durchscbnittspuücte dieser Geraden mit 
dem Kegelschnitto von den beiden andern Seiton des Dreiecks, constont; 
und zwar gleich dem Doppelverhältnisse ans den Entfernungen der beiden 
feston Puncto von jenen Seiton des Dreiecks. 

4. Ist einem Kegelschnitto ein Viereck eingeschrieben, so ist das 
Doppelverbältnifs aus den Entfernungen jedes Punctes des Kf^gelsehnitts 
von den vier Seiten des Vierecks, constont. 

Diesen Beziehungen liegen die metrischen Belationen eoUinearw 
STsteme zum Grunde^ 

6. Schneiden sich eine Beihe von Kegelsdinitten in denselben vier 
Paacton, und zieht man durch einen dieser Puncto zwei Geraden, welche 
jene KegeUiehnitto sehneideu, so berühren diese Geraden und alle durch 
ine besÜBunten Sehnen der Kegelschnitto einen und denselben Kegeischnitt 
Die ärei Sitnatk>ns«-Azen nind ebenfidls Tangenten des K^gelaehnkta. 
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C*. Sind zwei DreiedLe einem Kegebohnitte eingeschrieben, so be« 
üAbren die Seiten diemr Dreiecke einen nenep KegebcimiU. 

7. Die Bickponcte zweier einem Kegelecbnttte mBscbriebeneB Dreiedce 
U^pa in einem Kegdscfanitt. Oders 

8. Je vier Tangenten eines Kegdsehnitts werden von jeder ftnften 
Tangente projectiviscb gescbnitten* 

Bei den bier angestellten Betracbtangen wird die Anmebt zmn Grundd 
geli^ dafii 2;^wei oder mebrere Kegelscbnitte, wddie in einem Poncte eine 
einfacbe oder höbere Oscnhrtion baben^ an dieser Stelle zwei oder mebrere 
nächst anliegende Poncte gemein baben. 

Haben eine Reibe von Kegelscbnitten zwei Poncte gemeioscbafUicb, 
«nd berubren sie sieb in einem nnd deomelben dritten Pancte^ so sind diese 
drei Puncto die Sitoationsponcte coliinearer Systeme. Je zwei durcb den 
BerAbrungspnnot gebende Geraden liegen perspectiviscb nnd werden von 
der gemeinscbafilicben Sebne aller Kegelscbnitte in entspreebenden Paactea 
gesdinitten. 

9. Berfibren sieb eine Reibe von Kegelscbnitten ni einem Puncto^ und 
scbneiden sie sidh in zwei andern Puncten^ so geben alle von zwei dureh 
den Beröbrongspunct gezogenen Geraden bestimmten Sebnen der Kegel- 
sdudtte dorcb einen Pnnct der gemeinscbaftlichen Sebne. 

Bei einer Reibe von Kegelscbnitten, welcbe sieb in densdben hei^ 
den Puncten berubren, mnd die beiden Tangenten in diesen Poncten nnd 
die gemeinscbafillcbe Sdine die drei Silnations-Axen» Legt man durcb 
einen Berfibrnngsponct zwei beliebige Geraden, so liegen dieselben per^ 
i^ectiviscb und werden von der Tangente im andere Berobmngsponcte in 
entspreebenden PunctejQ gesobnitten. 

10» Wenn eine Reibe von Kegelschnitten sich in denselben beiden 
PoBOten berflbrent und nmn ziebt dordi einen Berübmng^nct zwei die 
Kegdsdiiütte scbneidende Geraden, so geben alle dorcb diese Geraden 
bei^aunten Sebnen der Kegdsebnitte dordi einen Pnnct der Tangente im 
zweiten Berfibrongspunde« Aus der im Anfange angeffibrten Bemerknog 
fUgl aonidmt: 

IL Wenn dne Reibe von Kegelscbnitten sich in denselben beideir 
Poncten berfibren, nnd man ziebt durcb einen Berfibmngspnuct eine die 
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Kegelschnitte wfaneideiide Geratet w geben alle Tangenten der Kegel- 
schnitte, deren Berfihrnngspnucte in dieser Geraden liegen, dnrdi einen 
Pnuct der gemeiuschaftlidien Tangente im «weiten BerflhrongKpuncte. 

Zieht man durch jeden der beiden BerAhmngspnncte einer Reilie 
Ton Kegelschnitten eine Gerade , so bestimmen alle Tangenten der^elben^ 
deren BerQhrungsponcte in diesen Geraden liegen, mit den beiden gemein» 
schaftlicfaen Tangenten aller Kegelschnitte die diesen letztern umschriebenen 
Vierecke. Diese Vierecke haben zwei gegenfiberliegende Ecken nnd zwei 
gegenfiberliegende Seiten gemeinsehafdich. Die Eigenschaft der den Ko-* 
gelschnitten umschriebenen Vierecke giebt Folgendes. 

i9. Wenn eine Reihe von Kegelschnitten sich in denselben beiden 
Pnncten beröhren, und man legt duch diese beiden Puncto i&wei Geraden, 
welche die Kegelschnitte sehneiden, so schndden «ich die dureh letztere 
Geraden bestimmten Sehnen dersdbea in einem Pnnote der gemdnsdiaft- 
liehen Sehne aller Kegelschnitte. 

Wenn eine Reibe you Kegelschnitten sieh in elpem Puncto drei« 
pnuetig oscttliren und in einem zweiten Puncto sdineidea, so enthalt die- 
ser letztere Punct einen und der Qsculationspunct zwei Siluationsponcto, 
und es folgt daraus, dafs 

13. Bei einer Reihe von Kegelschnitten, welche sicil in einem Puncto 
4rejponctig osculiren und in einem zweiten Puncto schneidon, alle dweh 
zwei durch den Oscnlationspunct gezogene Croraden bestimmlon Sehnen 
der Kegelschnitte durch einen Punct der gemeinschaftlichen Sehne aller 
Kegelschnitte gehen. 

14. Zieht man durch den Oscnlationspunct einer Reihe sich in deni^ 
selben Puncto yierpunctig osculirenden Kegelschnitte zwei dieselben schnei* 

. dende Geraden, so geben die hierdurch bestimmten Sehnen der KegeU 
achuitte durah meinen Punct der gipmeinschaftlichen Tangente im Oseuhk 
tionspanct. 

Die hier angeführten Satze, so wie die au dieselben akA knfipfiMi* 
den Constructionen, mnd in den „Analytisch- geometrischen Entwieklungea 
von Herrn Plücker, Band I. g. 8." enthalten. 

Es liefisen sidi hier noch viele Satze aufstellen. Die hier gegobi0» 
uen Beziehungen zeigen, in wie fem solche zwei Kegelschnitto als colli» 
'A«aro und eoUinoar- liegende Systeme angesidui worden können. 
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Briogen wir die io §. 9. angestellten Beihen toh collinearen Sy- 
stemen mit einem redproken Systeme in Verbindung ^ so sehen wir, iab 
in selbigem allen Pnncten eines Kegelschnitts eine einzige Gerade ent« 
spricht Die allen Kegelschnitten entsprechenden Geraden schneiden sich 
in einem und demselben Puncte, weil alle Pnncte eines Systems in einer 
Geraden liegen. 

16. Sind eine Reihe von Kegelschnitten einem Vierecke nmschnV 
ben, so gehen die Polaren jedes beliebigen Pnnctes dieser Kegelschnitte 
dnroh einen und denselben Pnnct, nnd alle Pnncte eines Kegelschnitts ha-^ 
ben eine einzige Polare. 

Ans den metrischen Relationen reciproker Systeme ergiebt sich, 
dafs Jede die Kegelschnitte schneidende Transversiüe zwei sich deckende 
projectivische Geraden enthält) nnd zwar sind die in einem Kegelschnitte 
li^;enden Pnncte entsprechende Pnncte. Je zwei solcher Pnncte enthal- 
ten zwei Paare entsprechenden Pnncte der Geraden) welches der allge- 
meine Gharader der Involution ist 

16. Eine Reihe von Kegelschnitten, welche einem Viereck um- 
sdirieben sind , werden von jeder beliebigen Transversale in Pnncten ge- 
sdinitten, welche ein Involntionssystem bilden. Die in einem Kegelschnitt 
H^jenden Puncto sind conjugirte Puncto. 

Jedes Seitenpaar des Vierecks, d. h., je zwei Gerade, welche die 
Vier Pnncte desselben verbinden, kann als ein Kegelschnitt angesehen wer- 
den, und es ergeben sich hieraus mehrere bekannte Sätze. 

Zwei sich deckende projectivisch ähnliche oder gleiche Geraden 
bflden immer ein Involutionssystem. Diese Bemerkung fuhrt zu folgenden 
Betiehungen. 

|7. Schneiden sich drei Kegelschnitte in denselben vier Pnncten, und 
weideii ' dieselben von einer Transversale so geschnitten, dals die in letz- 
lerer' sieh deckenden Geraden projectivisch ähnlich sind, so schneiden je 
drei andre Kegelschnitte, welche durch dieselben vier Puncto gehen, diese 
TmiMrersale ebenfalls ähnlich. 

18. Werden zwei einem Vierecke umschriebene Kegelschnitte von 
meiner QTransversale so geschnitten, dafs die Abschnitte derselben zwischen 
beiden Kegelschnitten gleich sind, so besteht diese Gleichheit der 

Onttm JoifBaL d. K. Bd-SUn« Hft.8. 88 
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in derselbea Transversale auch filr je zwei andre dem Vierecke onwehrie» 
benen Kegelschnitte. 

In diesem letztem Falle decken sich alle Bf ittelpnncte der Entfer- 
nungen conjogirter Pancte. Dies kann noch besonders ans folgenden all- 
gemeinen Gleichungen der Involution bewiesen werden, in welchen h und V 
conjugirte Puncto, und ß der Haibirungspunct von bb' ist, u* s» w.| ntmlidi: 

tnb.mb\8(A s= md.md'.ßfif 
mb »mb'.e^u ss ms. tns^.ß/x, 
md.md\e\k =s me.mef .8^»,^ 
wenn man ßfissO setzt. 

Berührt eine Transversale einen Kegelschnitt, so ist dieser Berub- 
rungspunct ein doppelter Punct. Die doppelten Puncto sind immer paar- 
weise vorhanden. 

19« Durch vier Puncto lassen sich im Allgemeinen zwei Kegelschnitte 

l^geu, welche «ine gegebene Gerade berähren. 

Die Theorie der Involution giebt ferner ein Mittel an die Hand, zo 
entscheiden, ob durch vier Puncto ein Kegelschnitt gelegt werden kann, 
der eine gegebene Gerade berührt. Man verlängere uemlich die drei Sei* 
teupaare des Vierecks, bis sie die Gerade schneiden. Diese sechs Puncte 
bilden ein Involntionssystero. Liegen die in der Groraden sich deckenden 
projectiviseheo Geraden ungleichliegend, so giebt es zwei doppelte Pancte 
und es sind zwei Kegelschnitte möglich; liegen jene Geraden aber ^eicb« 
liegend, so ist im Allgemeinen kein Kegelschnitt möglich. Im letztern 
Falle mufs man noch untersuchen, ob die Geraden ähnlich sind, d. h. ob 
der CentralpuDct in unendlicher Entfernung liegt. Sind die Geraden gleich 
und gleichliegend, so ist nur ein Kegelschnitt möglich, und dieser ist eine 
Hyperbel. 

Ans der Betrachtung der doppelten Puncte folgt noch anmittelbar 
Nachstehendes. 

SO. Ist ein Viereck einem Kegelschnitte eingeschrieben , und zidit 
man durch einen aufserbalb des letztern liegenden Durchschnitt eines Sei» 
tenpaares des Vierecks eine Tangente an denselben, so schneidet diese 
Tangente jedes andre Seitenpaar in Bezog auf die doppelten Puncte 
harmonisch. 

Dieser Satz fiohrt za der bekannten Gonstruction mner Tangente 
^es KegelüchnitteSi 
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9t. Ist eioe Reihe von Kegelschnitten einem Vierecke 
ben, und legt man von dem Durchschnitt eines Seitenpaares des letztem 
Tangenten an dieselben , so liegen sämmtliche BerQhrnngspuncte dieser 
Tangenten in einer Geraden, welche die beiden andern Durchschnitte der 
Seitrapaare jenes Vierecks verbindet. 

S« 6. 

Man kann, wenn in einer Ebene vier Puncte gegeben sind, drei 
dieser Puncte als Situationspuncte und durch den vierten Punct eine be- 
liebige Gerade als Collioealions-Axe eines der collinearen Systeme anneh«- 
meo. In den Collineations • Axen sind die unendlich entfernten Puncto 
entsprechende Puncto der Systeme. Eine Hyperbel, welche durch jene 
vier Puncto und den unendlich entfernten Punct jener Collineations-Axo 
geht, bestimmt die Colli neations-Axe des zweiten Systems. 

22. Durch jede vier Puncte einer Ebene lassen sich unzählig viele 
Hyperbeln legen. 

Die Asymptoten berfihren die Hyperbeln in den unendlich entfernten 
Punctem In einer Transversale, deren Puncte ein Involutionssystem bil- 
den, giebt es nur dann unendlich entfernte doppelte Puncto, wenn die in 
derselben sich deckenden Geraden projcclivisch ähnlich oder gleich sind. 

t3« In jedem beliebigen Viereck kann nach jeder gegebenen Aich- 
tung eine Transversale gezogen werden, welche die Seitenpaare des Vier- 
ecks in entsprechenden Puncten a und a% b und 6% c und c^ schneidet, so 
da(s im Allgemeinen 

ab ^^^ ac be 

a'h' ~ a'& ™ "JV 

ist. Diese Transversale ist die Asymptote einer Hyperbel, welche durch 
die vier Puncte des Vierecks gebt. 

Jede einer Asymptote parallele Transversale schneidet die Hyperbel 
im Centralpuncte der Involution. 

Es ist also jede Hyperbel durch vier Puncte und die Richtung einer 
ihrer Asymptoten gegeben, und es findet sich ein fünfter Punct als Central- 
punct der Involution dieser Richtung. 

Rfickt eine Transversale parallel mit sich selbst fort und schneidet 
die tedis Sdten eines gegebenen Vierecks, so beschreibt der Centralpunct 

8«* 
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der Inv<rfatioA dieser Transversale eioe Hyperbel 9 welche jenen Tiereck 
umscbrieben ist 

Zwei collioeare Systeme riod voIlstäDdig bestumnt, wenn die drei 
Sitaatieuspimcte (oder SUaatioDs-Axen) und eine Coliineatioiis-Axe ge- 
geben sind ond der Pnnct bestimmt wird, in welchem die Collineations- 
Axen beider Systeme sich schneiden sollen. 

S. 7. 

Die vier Puncto einer Ebene icönnen zwd von einander wesentlidi 
verschiedene gegenseitige Lagen haben, nemlich: 

1) Ein Pnnct liegt innerhalb des von den drei andern Pnucten gebiUe- 

ten Dreiecks. Ein solches Viereck werde durch A bezeichnet« 
t) Jeder Puact liegt aufserhalb des von den drei andern Pnncten ge- 
bildeten Dreiecks. Dieses Viereck heiise B. 
In einem Viereck A liegen die Durchschnitte der Seitenpaare des- 
selben in den Seiten des von den äulsern Pnncten gebildeten DreieciLs; 
Jeder Kegelschnitt» welcher dem Viereck umschrieben ist» wird von einer 
Seite des eingeschriebenen Dreiecks geschnitten (unter eingeschriebenes 
Dreieck dasjenige verstanden , dessen Eckpuncte die Durchschnitte der 
Seitenpaare sind)« Die beiden Durchschnitte des Kegelschnitts mit dieser 
Seite suid zwei zugeordnete harmonische Puncto zu den beiden in der- 
selben Seite liegenden Eckpuncten des Dreiecks. Die Lage der harmoni-* 
sehen Puncto in einer Geraden zeigt, daCi kein Kegelschnitt dem Vierecke 
nmschrieben werden kann, so da(s alle drei Durchschnitte der Seitenpaare 
desselben innerhalb dieses Kegdscbnittes liegen« Zieht man nun von dem 
au£ierhalb des Kegelschnitts liegenden Durchschnitt eines Seitenpaares 
Tangenten an denselben, so sieht man, dab die vier Puncto des Vierecks 
auf verschiedenen Seiten der Tangeuten liegen. Hieraus folgt sogleidi 
Nachstehendes. 

24. Um ein Viereck A lassen sich nur Hyperbeln beschreiben. 
Jede beliebige vier Puncto einer Parabel bilden nothwendig eki 
Viereck B. Es lassen sich aber auch um dieses Viereck beliebig viele 
Hyperbeln legen. Eine unendlich entfernte Transversale schneidet diese 
Hyperbeln In Pnncten, welche ein Involutionssystem bilden. Diese Trans- 
versale berührt die Parabel, und in dem Beruhrungspuncte liegt ein dop- 
pelter Pnnct der Involution ; letztere sind aber unmer paarweise vorhandbii. 




tb. Dorcb Jede vier Poncte einer Parabel Ubt sieb eine zweite Pa- 
rabel bescbreiben« 

Hierans folgern ti^ir, da fiber die vier in einer Parabel g^ebenen 
Pnnete keine weitere Bestimmang gemacht werden kann, da(a sieh 

t6. Um ein Viereck J7 zwei, aber auch nnr zwei Parabeln le- 
gen laaaen« 

Dnrdi die Seiten eines Vierecks B nnd die beiden nm dasselbe 
beschriebenen Parabeln wird die Ebene in mehrere Tbeile zerlegt Be- 
trachten wir nun einen filnften Punct, so kann derselbe fügende La- 
gen haben: 

t) Innerhalb des Vierecks; 

2) In den Räumen der Scheitelwinkel des gegebenen Vierecks;* 

In beiden Lagen lassen sich dorcb die filnf Poncte nur Hyperbeln 
legen, weil vier dieser Poncte stets ein Vierek A bilden* 
8) Der f&nfte Ponct liegt innerhalb beider Parabeln, aber an(serhalb des 
Viereclu. 

4) Der fOnfte Ponct liegt aoCserhalb beider Parabeln, aber nicht in den 
Rftomen der Scheitelwinkel des Vierecks« 

In beiden Fallen ist durch diese fünf Poncte nur eine Hyperbel 
BiögUch. Man lege dorcb den ffinften Punct eine Transversale nnd be- 
stimme in derselben den conjugirten Ponct dieses fünften Ponctes, welcher 
in demselben Kegelschnitte liegt. Giebt man der Transversale dorch Jenen 
Ponct beliebige Lagen, so sieht man, wie die Bftome 8) ond 4) miteinan- 
der oorrespondiren. Die Raome 4) erstrecken sich ins Unendliche ; es wird 
also auch der conjugirte Punct des gegebenen föuften Ponctes doreh on- 
endlidie Poncte gehen, wenn die Transversale sidi om den gegebenen 
Pnncf dreht Der Kegelschnitt ist eine HyperbeL 

in den Fällen 1) ond 2) liegen <fie Poncte der Hyperbel ebenfalls 
in bdden Bäomen i) ond 2)« 

5) Der fillnfte Ponct liegt innerhalb der einen nnd aofierhalb der an- 
dern Parabel 

Lftlst man eine Transversale om diesen fünften Pnnct sich drehen, so 
sidit man, dafii sein conjugirter Pnnct in den durch den Fall 5) gegebenen 
vier Bäumen fortrfiekt Alle diese conjugirten Puncto liegen aber notln 
wendig in endlicher Entfernung, da es in diesen Räumen nur zwei un- 
endlich entfernte Pnnete giebt, welche aber in den Parabeln selbst li^en. 
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t7. Um ein Viereck B lassen sieb Hyperfieln, Ellipsen nnd swei 
Parabeln bescbreiben. Alle Pnncte der Ellipsen liegen innerbalb einer nnd 
aurerhalb der andern ParabeK Alle Pnncte der Hyperbeln liegen iilnerhalb 
oder anberhalb beider Parabeln. 

Ans den aufgestellten Säts&en folgt , dafs, wenn eine Transversale 
sieb nacli einer von zwei bestimmten Bicbtnngen parallel fortbewegt und 
ein Viereck B schneidet, der Centralpunct der Involution in beiden Fäl- 
len eine Parabel bescbreibt 

Es möge hier abgebrochen werden. Es ist leicht zu sehen 9 dafs 
noch eine groCse Reihe von Sätzen nnd Constructionen entwickelt werden 
könnten und dafs die Verwandtschaft der Ck>llineation selbst noch einige 
neue Entwicklangen gestatten wilrde. 

Die aufgestellten Sätze und Benennungen sind aus allgemein he* 
kannten Werken -entlehnt 

Breslaui den 19. August 1841. 
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10. 

Propositiones quaedam de inte^alibus fandionum 
algebraicariim udIus variabilis, e principiis 

Abelianis derivafae. 

CAaeiore Ferd. Minding, phiL Doctore.) 



Capnt I« 

Erolutio fonnulae summatoriae generalis. 



Jb oroia iotegraliain de quibos hio acturi samus haec estz /F(x,y)dx, ia 
qua F desigoat fanclionem ratiooalein argumeotoniiii x et y, qaomm alte* 
rum y repraesentat radicem aliqnam aeqoaüoDis algebraicae 

in qoa po^ Piy p2j • • • • Pn indicant fuoctiooes rationales integraa arga« 
menti x. Formalam sommationi generali hniosmodi integralinm inservienteni 
Beeondnm principia Abeliana exhibnit cL Jürjfensen in huins diarii tomo 19, 
pag. 113^ veromtamen quo facilius intelligantor eae disquisitiones, qnibus 
bae pagellae proprie dicatae sunt, nolnimus boc loco snmmationem illam 
omittere. Neqoe etiam, ot antea factum est, coefBcientem primnm po nnitati 
aeqnalem rapponere placuit; licet enim aeqnatio proposita adhibita snbatito- 
tione Pi\y^=^ ^ in aliam transfornietnr, quae coefficienteni primura = 1 ba- 
beat, tarnen transformata «^+;>i«'^* + ;^2/^ü«^*+»»-« + ;'ii;'o"^* = propter 
coefBcientes divisibiles per diversas polynomii p^ potestates ebaracterem 
qnendam particolarem indoit, quem in praesenti qoaeatione non sine pondere 
esse invenimns. 

Ponatnr aeqnatio priori similis seqnens: 

in qna ^m ^29 7j > • • • • 9» iterum sint polynomia integra secandnm x or- 
dinata^ qaoram tarnen coäfficientes tanquam indeterminati atqne variabiles 
spectentnr« Denotenius litteris yi , y^^ .... y^ singolas radices aeqnatio- 
sis (!•)> qnaruni anaquaris yi ad libitum assnmta^ brevitatis causa ponatnr 
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aggregatom 

81 ve brevius etiam s= 4^g. Qnihwf ex aggregatia ai fonnetur prodaeliioi 

conatat /*d? esse fonclionein rationalem iolegram argomenfi x^ neo non finriBiila 

5. fx ex 

exbiberi aequationem finalem genuinam qnae ex eliminatJone argomenti y 
inter aeqoationea (1. et 2.) prodire debet. (Qoa de re, ai placet, Gonferri 
potest artienlns 6. tomi 22. Iiuiaa diarii.) Gradom polynomfi fx litten fiy 
radicea aeqoationis (6.) litteria Xi^ Xfi x^^ .... x^^ deaignabimoa. 

Differentiando aeqaationem (6.) obtinemna 

6. fx.Bx^ifx s= 0, 

qua in formnia f'x repraesentat fanctionem derivatam seenndom x^ i antem 
differentiale secnndnm coSfficientes variabiles polynomiomm ^^ 9a 9 ••«^« f«« 
tAtit igitnr 

7. «/•* = ;^^y. + ^/7. + .... + ^,*y-. 
Praeterea aeqaatio (4.) aoppeditat hanc : 

ande fit, adbibita formab (3.)) quam sit -^s^y^, et 0. p.^ 

qaae formula valet pro singaUs valoribos 1, 2, 3, . . . « n iiidicis Ar. In for- 
miilis (7.. et 8.) qoautitas x prorsos est arbitraria; si vero sab speoie » 
iDtelli^miis radicem aliqoain aeqaationis (5.)» taoo anain oerte aggragato> 
rom 4^1* ^ii • • • • ^n evauesdt, qnod si sit 4^1 1 obtiaetnr ex aeqaatipne (8.) 

dq^ ^i Ji ^^dq^ Vi '* 

quae aeqnatio Tatet pro siogolis A^ puta ik=sl, A=b2, .... Assfi, imdelnil 

rffi ^'JyJ; ^* rf», •••• ^ rf9i.* 
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His e formulis petenda est determiDatio eias radicis y quae ad radicem da- 
tam aequationis (5.) pertinet perque illam rationaliter exprimitar» Quam ra* 
dicem yi radici x associatam brevitatis causa interdum nuucupare placet. 
Quibus positis ex aequatiooibus (7. et 9.) obtioemus 

Designetur B^\^emvA»F{x,y^)^A^^A^p^y^^A^ply\^....^A^^^^^^^ 
data fuDclio ratiooalis inlegra argumeotorum x et p^ y^ , cuins coefBcieo* 
tes A^^ A^j •..» sint polynomia data integra secuiidum xj sit porro c 
quantitas constaus; hia positis statim patet, si x repraesentet radicem 
äequationis (5,), y^ autem radicem aequalioiiis (1.) buic x associatam« ex 

aequatiouibus (6. et 10.) obtiueri baue: f'x^Sx^s, — (—.gyp^^ qua factore 



\ \ ulriuque niuUipIicata evenit: 



11. n^^^li^ ~ Jl'^ty^^'If^ *^ 

lam vero si / designat unumquemque iodicum 1, 2, 39....itaX diver- 
sum, habetur ^ = ideoque etiam 

Unde per summationem colligitur 
slve brevius 

- f'C^^ y;i) p ^ _ ex 

C — X C — X.f'X ' 

13. {siquidem 

Anleqnam uUerius progrediamury deroonstranduni est fimctiouem Qx esse in- 

fx 
tegram; quae demonstratio ita absolvitur. Couslat functionem —$4^i =5 

|^JJ"*^2^3---^»*^'^i> qwac ^st Symmetrica respectu radicum ya» y»» •••• Xiit 
ordinär! posse secundum potestates radicis y^ facileque perspicitw banc 
functionem, quam per Ti paulisper designare placet. necessario banc in for- 
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mam redigi posse: 

i^ -j , 

in qua 0o 9 Qi^ • . . . Qn^i sunt functiooes iutegrae argumenti x , ne- 
que omnes simul per p^ divisibiles. Maoifesto euim functio T^ ^ si secun* 
doDi potestates argumenti p^^fi evolvitur, alium divisorem quam qui sit 
potestas polynomii p^^ contrahere uou potest. His admissis dico functio- 
nein T^ esse integram secundum x et p^ y^ , sive esse \ ss 0« Desigue* 
mus enini summam /^*(>^+>^+*»-* + >^) liWera S^^ quae mauifesto re- 
praeseutat fuuctionem rationalem integram argumentorum /I09 Pi^ •••• Pn* 
Quo pacto cum sit ^fx == T^-f* ^2+ •'•• • + ^n» siquidem T, designat 
eam functionem in quam trausit T^j si loco sign! yi substituitur ^2, et sie 
de ceteris; obtinetur 

Pq 

lam vero Sfx est functio integra^ ideoque in fractione proposita aut \ s= 
aut numerator per aiiquam potestatem ipsius po divisibilis. Sed polynomio- 
rum Siy Sz^ •••• Sj^i uullum per po est divisible; praeterea unum saltem 
polynomiorum (?u , Qu • c . • Q^^i per /ly non est divisibile ; unde patet nu* 
meratorem continere unum saltem terminum per Pq non divisibilem, ideoque 
ipsum per po divisibilem non esse; est igitur \ 8=s 0, atque 

Ti = Q. + QiP^yi+Q,Plyl+^^^'+Qn^iPr'yT'^ 

Unde colligitur functionem 6ä? = F(p(^^yi)*Ti'j;-F(x,y2).T2'\'..: esse in« 
tegram, ut diximus. 

Aequatio (13.) valet pro siugulis radicibus aequatiouis fxssO^ si- 
quidem yi radicem aequationis (1.) Uli x associatam repraesentat Qua coo- 
ditione recte observata indices distingueudae radiei associatae inservientes, 
quaiis est Kj brevitatis causa supprimere licebit. Quo pacto iam omnes fi 
aequationes quas pro xszi x^ or c= j?^ , .... x =^x^ aequatio (13.) reprae- 
sentat, in summam colligendo obtinemus: 

. - ^ F(x,y)dx ^ ex 

C — X c — x.f'x 

Summatio aggregati 2 77— secundum principia nota perficitur. Divi<- 

C ■■■■■ Ju » M JC 

datur enim poiynominm inlegrum ^x per polynomium fXj atque sit 9jr s=s 
Qx.fX'\'tLX, ideoque residuum divisionis Ajt gradus inferioris quam fxj 
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iam erit, si w radicem aliqaam aequationis /Vr=sO repraesenlat, Bxssfix, 
ideoque 2 ^^^r^ ss S ^77^ • Haoc aotem summam coustat esse 

fi= j^j nnie iii S ^_^ ^>^ = ^^yc^jc ^ quoniam Ac =s Qc-^Qc.fc. 
Iiiveoimus igitur 

qua JD formala Qc repraesentat partem integram functionis -j^. Haec pars 
commodius ita repraeseDtari potest: Si signo \^^\i\ denotatar coeflßciens 

potestatis jr""' in evolotione fuücUonis (^x secuodum polestas desceDdentes ' 
arguoieDti x instituta, habetur 

* LX — C.JX1/J\ 

Sit enim 

ideoque pars integra Qx isz A^x'''\' A^i x"""^ -f • • • • + ^0» Moltiplicando 
aequationem praecedeotem serie 

:SF:^~ 7 + ^ + r^ + ^^Pi¥i + '' ' 

obtinetor evolutio foruiae 

•7 V A i^ CL^i JP*^ -f- t/n—i *"*" + • • t • 4- t/o "4" T ~^ -f- • • • • • 

(x — c)fx " * I n a I ■ " • X ' ar* ' ' 

in qua maoifeslo CLi ss ^^c* 4" -^«-i ^"^ + ....+ -4) = (?^> q. e. dr Est 
igitur 

Hac in aequatione substituantur F^x.F{x,y) eiFiX.^x loco priorum 
F(x,y) et Bx, designaute FiX functionem integram, ita ut etiamnum Qx 
Sit funetio rationalis integra argumenti x, quae eadem prorsus aequatione (18.) 
ut ante exbibetur, siquidem in hac formula F{x,y) in siguificatiooe nunc 
demum introducta accipitur; quo pacto evenit e (15.) 

le ^ f, x.F{x, y) ^ _ F^t.ec X F^x.Oxl 

X — c j^c La:— c. fxj/j^\' 

33** 
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Ponamus primam FiC=:0, sive polynomium FiX divisible bmomio 
X — Cß atque FiX^=^{x — c).FqX; maDifesto fit; 

'2FoX.F(x,y).dx = —\Eo£ii£\ ^ 

Sit (f)xsss(x — Ci)(ür — C2).-..(a? — tf^), acque (P^x aliud polynomium inte- 
grum, ponamusqne radicea aequationis (f)x=:Oj puta c^ c^^ .c. r^ omues 
inter se esse diversas; habetur secundum iiotas regulas 

>ubi 1^0^ partem iotegram fractionis propositae repraesentatj unde protinus 
coliigitiir 

Ad absolvecdam iutegrationem observandum e^i esse 

fc v^~~+ ^;; +...C+ — , 

siquidem e loco argumenti x in valore fuuctionis ^x substituitur, quo facto 
eliam yi , y^ , . • • « y,^ manifeste in functiones quantitatis e transeont. Unde 
fit iutegratione peracta 

j^ s= F(c, y,) logr^, + F{c, y,) logv^, + . . . . + FC«, yO log>^, 

Hioc deuique eveuit forinala qaaesita summatoria haec: 

in qua x^ radicem aequationis /*a7 =s 0, y radicem aequationis (1.) priori 
associatam designat. 

Forma ^ — - — ^^^ ceuseri potesl exprimere quamvis funetionem ra- 
tionalem argumentorum x et y; da(a enim quaeunque hiilusinodi functione 
conslat radicem algebraicaiu y e denominatore semper tolii posse. Praeterea 
casus radicum aequalium aequationis (()x=0 etiam in formula praecedenti 
contiueri ceuseudus est, quippe quae^ si e. gr. Ci = C2 j ambigua quidem nee 
tamen falsa evadat, regulisque notis ad speciem indeierminalam } pertinen- 
tibus recte adbibitis facile ad valorem determinatum rcvocetur« 
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In casu particulari aequationis binorum terminoram p^y -\'p^TssOj 
quem capite 3. seoreim considerabimus, noo Decessariom est, functioiiem 
F(x,y) e terminis formae Äkply^ conipositam concipere, sed »ufficit ab- 
jecto factore p^ , termioos formae Ai y^ considerare, iu quibus Ai , ut aute, 
polynomiam quodcunque datum integrum designat Scilicet h\ pouatur t'^ix, y) 
s:zAky^y ubi k e serie 1, 2, 3, •••• n — 1, fit e (13.) 

6x = A,{T,.y^^ + T,.yi+.... + T^yj, 
ubi 

ut supra* lam perpendeudo hoc in casu esse /^ {yj + yj +•••• + y^} = Ä% = 0, 
siquidem integer A per nnon est divisibilis, statim obtiuetur: 

Cum vero k sit e serie 1, 2, •••• n — 1, ideoque n — k — 1 nön negati- 
vus, sequitur 0x esse functionum integram per pn divisibiiem. Habemus 
igitur hoc in casn, loco formulae (l?.)» si pouamus F(x,y)=iy^j 

nbi 9jp ss/'a?!-^- — ^ +**>«+ \ " f ©»' polynomium integrum per pn di- 
Visible« 



Caput 11; 

De nuinero minimo integralium ad quae numerus datus eiusmodi 

integraUum reduci potest 



In praecedenli integratioue radices aequationis (5.) (fx = 0) tan- 
quam funcliones coefEcientium variabilium in polynomiis q^y 7? 9 * • • • 9n 
coutentorum spectatae sunt. Vice versa etiam hi coefficientes considerari 
possunt tauquam funcliones totidem radicum datarum aequationis fx ss 0. 
Sit tn numerus omnium horum coefUcientium, excepto uno quem ex arbitrio 
(ex. gr. si placet = 1) accipere licet; deinde sint x^ X2, •••• x^ tn quan- 
titates arbitrariae, tum coefficientes polynomiorum ^i 9 ^^ , • • • • ^n i^a deter- 
minari possunt ut sit f(x^) == 0, fix^) = 0, .... f(x^) = 0. Quem in finem 
snfGcit hos coefficientes determinare ex m aequationibos linearibus formae 
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19. yi>'""'^ + y2y"""^ + — * + yn = sive brevius \//(ar, y) s=s 0, 

8iqaidem x repraesenfat nnamquamque quantitatum x^^ x^j Xj , • • • • x^ 
atque y radicem aequationis (1.) illi j? associataoi, quam ceteroquin pro qua* 
vis quaiititatuni iDdepeudentiuni x^, x^^ •••• x^ inter radices y^^ y^f . • . • y^, 
ex arbitrio eligere seu tanquam datam coosiderare licet , pro reliquis autem 
radicibus aequationis fx=iO non licet 

Coefficientibus polyuooiiorum ^i, ^29 •••• ^n dicto modo ope data- 
rum m radicum determiuatis, restant (i — m radices aequatiouis fx=i 0, puta 
Xm^i 9 ^m+2 9 • • • • ^/i 9 qu^G tauquam functiones priorum tn radicum spectaii- 
dae suut. Hae fx — m radices continentur aequatione gradus (i — m, puta hac: 

ÄÜ» j T-T r p ^ — r- CSS O« 

lam demouslrabimus gradum huius aequationis semper ad valorem fixum 
sive ab m omiiino independentem revocari posse, quem infra assiguabimus. 
Sed uecessarium est antea quasdam ootiones ad resoiutionem aequalionem 
litteralium pertinentes vel stabilire vel iu memoriam revocare. 

Ponamus siiigulas radices aequationis (1.) evolvi secuudum potestates 
descendentes variabilis x; tuuc exponens altissimae potestatis huius varia- 
biiis in sequeutibus nobis dicetur\$rrai/ti« radicis ad quam evolutio pertinet. 

Hi gradus, qui etiam fracti vel negativi esse possunt, facile iuve- 
uiuntur. Repraesentante k.x"" terminum altissimuni evolutionis propositae ra- 
dicis y, constat gradum v buius radicis obtineri per comparationem gradunm 
singulorum terminorum aequationis (1.) 9 quos sequens tabula exhibet, in qua 
gradus polynomiorum pi^ p^^ ..*. signo haud inusitato S repraeseutantur : 

A. nv + Spoj i'^—l)v + $Pij (n — 2)v+^/?2 9 ••••9 (^ — 0*'+^/'i9 ^•••'» 

Yalores quaeslti quantilatis v ii erunt, pro quibus duo huius tabulae 
termiui inter se aequales evadant atque reliquis omuibus non minores. Ut 
hos valores nanciscamur, formemus differentias inter terminum primum ac sin- 
gulos reliquos terminos tabulae (A), quae constituunt tabulam seqnentem puta 

B. ^Po+v — ipij Spo+2v — Sp2j ...., Spo+lv — Spij ...., 5/?o+wv— -^/^ii- 

Sit V = V| maximns numerus pro quo unus (vel fortasse plures simul) 
terminorum tabulae (0.) evanescant, ita ut sumto v'^Vi omnes termini ta- 
bulae (B.) sint positivL Tunc pro y = Vj termini non evanescentes omnes 
erunt positiv!« 
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Pertineat teniiinos evanescens ad indicem / = iti , ita at sit n^ Vi 8=5 
iPm^'-^Poi si vero plures termini simal evanescunt, coosiderandus est is 
qui tnaximo valori indicis / respoudet^ ita ut n^ hunc maxiinam inter illos 
iudices designet. Quibus positis patet esse (siquidem siguo ^ aequalita- 
tem excludi, signo ^ includi intelligitur ) 

^^t > (w — l)Vi + ^pi — ^po pro /= 1, 2, 3, .... n^ — 15 
nvi = (w— iiji)vi + J;>„.~^;ioJ nvi > in^l)Vi'\'Spi'^Spo pro 

/ =s ^i"!"!» ^i"l"2> •••• ^» 
lam numerus Vi manifesto repraesentat gradum commuDem nonnulla* 
rnm radicnin aequatiouis (1.), quarum numerus est iti* Ulteriorem harum 
radieum determinationem iion moramur; observemus tantuui esse niVi = 
^Pnt — Spoi igitur Hl Vi est iuteger, etiam si Vi est fractus. 

Numero v lude a Vi ulterius decrescente, necessario pervenimus ad 
gradum V2 priore proxime minorem, ad quem pertiiieant n, radices, atque 
erit n2V2=^Sp„^^nt — ^Pni* Sic pergendo (nam ulteriori explicatione boc 
loco supersederi posse ceusemus) omues n radices in quasdam classes di- 
stribuemus^ quarum prima continebit Hi radices gradus Vi 9 secunda fij radices 
gradus v^y •••• ultima denique (A}") n^ radices gradus Vh* Gradus v^ 1^2 9 • • • 
... Vh intcr se diverses supponimus et quidem secundum magnitudiuem se 
excipientes ita ut sit Vi > ^2 > »'s > •• • • > ^a-i !> Vh* Manifesto erit 
Wi + ^2 + W3 + -«-4-% = ^^ wec non n4V4 + n2V2 + «*»«+^A''A = ^/'n — ^Po* 
Numeri Vu ^2 9 ^s 9 • • • • onines fracti esse possunt ; sed producta n^ Vg , 
1I2 y2 9 • • • • f^hVh Dumeros integres semper coustituunt« 

In sequentibus h terminos tabulae (A.) ad indices /c=0, l^^fii^ 
/=ni-f-^2 9 •••• denique /s=n — nj^ pertinentes a reliquis tabulae terminis 
distinguere juvabit Hos igitur h terminos principales, reliquos intermedios 
vocabimus. 

Exemplum. In hoc exemplo polynomium integrum gradus n deno* 
tabimus signo (j^). Proposita sit aequatio 

Tum tabula (A.) constat terminis sequentibus: 

7vj 5v + 3, 4v+ii, 3v+2, 2v + 8, y+116, 10. 
Hinc fit Vis=79 ^1 — 3; V2 = |9 it2=s3; y^sB — 6, n^cst. Terouui prin-- 
cipales sunt 7v^ 4v-|"ll9 v-^^tS. 
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Deniqae observamus in seqaentibus numerorum iotegrorum Ui et fiiVi 
divisorem integrum conimanem maximum positive acceptum designatum iri 
littera /I ; ac generaliter litlera ff, divisorem communem integrum maximum 
positivum numerorum iutegrorum n^^ et it^ Vj^. 

Bis praeparatis statim proponimus sequens TAeorema: 
Numerus ß — m variabilium 1^^+19 ^m+2 9 •••• ^/i qa^e e dato numero 
m variabilium independentium ope aequationis (80*) determinantur, semper 
reduci potest ad valorem seqnentem a dato numero arbitrario m omnino in- 
depeudentem eumque minimum9 quem per r designare placet; puta 

iL (i — m = r 

Demonstratio. Designando gradus polynomiorum ^i 9 ^2 9 • • • • ^n lit«^ 
teris ^^19 ^^2 9 ^••* ^7n> numerus coeflScientium variabilium in bis polyno- 
miis conteutorum est S'^i + ^^2 + ^^3 + •• •• + ^9» + ^ — 1 = m* Quaeruntur 
relationes quae inter singulos gradus ^^1 , J"^, 9 • • • • ^^n intercedere debeot 
Qt differentia fi — m fiat quam minima. Qu'em in finem consideremus unum 
quodcuuque aggregatorum r//^ , \f/2, •*•• ^n^ puta hoc 

Gradum radicis y^ designabimus simpliciter littera v; gradum aggregati 4/x 
signo $4^1 repraesentabimus. Sit A? aliquis e numeris 1^ 2, 3, •••• n; lunc 
erit iq^^(n'^k)v gradus termini ^^•y^\ ac manifesto 

88. S4^i ^ Sqk + in—k)y. 

Distribuamufl aggregata ^1, i/;,, •••• \//„9 e quibus prodnctum fj: 
conflatum est, in A classes secundum gradus radicum ad singula aggregata 
pertinentium. Manifesto omnia aggregata in eadem classe contenta, i. e. ad 
radices aequalis gradus pertinentia, aequalis erunt gradus; nam quum coef«> 
ficientes polynomiorum ^i 9 ^2 9 • • • • ^n omnes tanquam indeterminati spectandi 
8int9 termini altissimi, si in eodem aggregato plures fortasse (puta aequalis 
inter se gradus reliquisque terminis omnibus maioris) adsunt, se invicem 
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dettniere neqüeont. Primam daaieiii formabnnt aggregata 4^ij 4^%^ •••• 4^mj 
ad radices y^^ y, , • • . « y«, pertineaUa quae omnea rant gradoa Vi ; gradom 
oommanem horam aggregatorum sigDO ^^^(V|) denotabimiia. Similiter ^^(y^) 
^t grados commanis fh aggregatorom ^„^^.i y ^//|„+2 9 • • • • ^11,4^, ftd radicea 
y«.«+i> ri..i-2> -•• r-i-H» gradus V2 pertinentium j et s. p. Hinc fit gradua 
prodacU fx^ pota (x, 

Sit ^ onus ex iodicibus 1, 2, 3, ..•• hj habetur secundam (22.) S^^^(y^) ^ 
S^k-^^in — k)v^^ siquidem k est nuua qoicunqne e Dumeris 1, 2, 3^ •••• n. 
Itaqne si ramatur Apssni-|"^+^ + «*** + ^e-t+ I9 ^"^ 

S^(y^) > ^yi.ii^,+n,+....-H^,+i + (n— iii — ih— ....— n^i— l)v^. 

Hac iD formola ponator deinceps ^^=^iy ^ = 2, •••• Q^sshf unde fit 

S^Vt^Sqt+(n^i)v,, i^//V2>*y„,+i+(n— »1— l)y2, • • • . 

Hamm formularam primam ab o(raqoe parte maltiplicemns factore iti , ae* 
cundam factore fhj •••. atqae ponamoa brevitatis causa: 

24. ß= (n— l)^;fo + niJyi+(n— l)niy,+ n,^y^,+i+(ii--ii4— l)ii,y, + ,.^ 

• • • + % ^yn-^i^-M + (% — 1) % v^. 

Quo facto stallm, comparando aequationem (23.) > coUigimus: 

fx > IS. 

Igitur numerus E exprimit limitem gradu (i, certe oon superiorem ; sed de- 
moDstrari potest, (i semper re vera usque ad hunc limitem deprinii posse. 
Quem in finem sequentes valores proponimns: 

26. *y«.+i = ^yi + n,iPi, ^yM-M,+i=^?n,+i + »2V2 = *yi + n,i^,+ii,yj, 
hni+nt^.^i = ^yi + n^ Vi + 112^2 + »3^3, C- s. p. , dcniquc 

Haec determinatio solos spectat terminos g^y fn.^-i i yi..+i..+i > y«i-H..+i.+t > •• • 
• • • y»-«z+i 9"^® terminos prindpales aggregati >|/ = ^i >^*+ y« >*""'+ . . . . + f » 
nuncupabimusi quorumque electio manifeste pendet e terminis quos sapra dixi- 
mns principalibus tabulae {Ä^. Reliquorum (intermediorum) terminorum ag- 
gregati \// determinationem in posterum difierimus* 

CreUe*! Joimal d. M. Bd. XXIII. Hft. 3. 84 
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Ad demonstrandam propositioDem in fonnulis (25.) ooDtentaa» conddore- 
miui aggregatom e solb terminis prinoipalibns aggregati ^^(v^) conflatnm, puta: 

lam dico gradam SPiy^) hoius aggregati e forniulis (25*) fieri: 

26. J(P(v^) = ^y«i+i.,+....+v^+i(»-»i— »2—— •—»€-! —Ov^ 

= *7i+^i^i + -— + ^e-iVi + (^— ^1— ^— — • — ^e-»"^^)^e = ^• 
Nam generaliter termioas (*+ 1)^ aggregati (f)(y^) est yu^44»y*"^''* 
ubi compendii causa introdoxifflos sigDom: 

unde erit grados huins termini qaem littera^ denotabimaS| qoam grad 
dicls ff Sit y^ , sive ^y » v^ , 

Demonstraodam es^/ronc valorem ipsius jf valore ipsius ^, quem for» 
mula (26.) exliibet, non superiorem esse, sive esse pro quoviis valore ipsius 
k e Serie 1, 2, 3, •••• A^ 

Qnod ita probatur: 

Primmn patet si Ar + 1 = ?» ^^sso 9^^^^ Ddnde si est ifc ^^— f, 
babemus 

sive 

qui valor manifesto est positivus, quum n^^i ^ n^^t j •••• ^^ ^^^^ ^'^^^ integri 
positiv!, nee non differentiae vt^i — y^, •••• y^i—- y^ omnes sint positivae, 
quia*4-l<f, ideoque yin.i>VA+2 >..••> Ve* 
Postremo si k^Q — 1, fit 

g'—g^ w^+iCy^ — ye+i)+w^+2(ye— y^2) + -— +»*(ye— y»), 

igitur iterum g' — g > 0; q. e. d. 

Hinc colUgitur, valore g' (form. 86.) exbiberi gradum quem aggrega- 
tum (P(y^) e suppositione formularnm (25.) nanciscitur. 

Comparando valorem inventum gradus aggregati (P(y^) formulae (24.) 
obtinemus : 

ß = (n — l)^;^o+«i^<P«'i+nii<Py2+.--+nAJ^yA* 
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Est aotem 

insuperqoe patei esse _ 

hm ot revera, iiti diximns, grados fA osqiie ad limitem B depruna- 
(or, manifesto esdadeada est hypothesis: 

aive efficieadom est 

Igitm gradibos termioonim iotemedionua aggregati ^^(y^), quos ho- 
cosque iodeterouDatos reliquimiuiy triboeadi sont valores maximi qai aalva 
eoaditioue (27.) admitti possiot Itaque debet esste (cf. form. 26.) 

(abi ot aopra iii+^ + *««*+^r-*i ^^ ^^i^ 

CoasidereiBiis primom termiaos aggregati ^^^ hoc in schemate con- 

teotes: qk j+i»y"^^*^> siquidem nomero / omnes valores 1^ 2, 3, • • • . n^ 
deinoeps (ribauntar. Com mt iyszv^^ grados horam terminonim exprimiuH 
tur formida: 

^V^^xM + (» — Vi— ') ^ J 
mide obtinemiis coDditionem prinuun, quae requiritor ot fiat ^t^y^ es ^(py^; 

puta hanc: 

ehre 

28- *fv»<^ ^ ^^u^,^x^<ß--i)Vf pro / « 1, 2, 3, . • • . n^. 

Denotemus signo |/| numerum integrum (positivum vel uegativnni) 
data qnantitate t proxime mioorem, sive ipsnn / si / est inleger, ita ot sit 
/ — 1 *< |<| <0 ex. gr. I — 1^1 SB — 3* His positis conditioni primae (28.) 
manifesto satisfaeimos ponendo 

*»• 'yv»** ™ 'yv«+* + K'— ^)^el ' (pro / 8= 1, 2, 3, .... n,). 

Sed baec conditio terminos tantam inter qu .,+i et ^um intermedios ag- 
gregati \^ (y^) amplectitor ; igitnr restat nt etiam reliqui termini aggregati t^ y^ 
in considerationem vocentor. Ac primom qoidem observandom t8t^ forma- 
lia (25. et 29.) grados omniom polynomiorom q^ q^^ q^j • • • • f » 9 sive ad 
terminos principales sive ad intermedios pertineant^ complete detenainari 
(grado iqi manifesto indeterminato manente)> mqaidem in fonola (22.) in- 

34* 
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dici ^ omnes valorcto e serie 1, 2, 3, •••• A deinceps tribaontiir« Ita fit 

poaito ^ s= 1 e (29.) 

dqi = ^yi + |(/— l)Vi| pro / CS i,2,3,..*.»i; 
ßive 

Sq^ zsz iqi + \vi\y ^qs GS *yi + |2y||, . . • . e. «. p. 

Manifesto grados Sqi satis j^evatus eligi semper poteat ac debet» nt reli- 
qoomm terminomm f^? 739 •••• 9n gradus omoes poaitivi vel etiam ssO^ 
evadant^ quoniam negativ! esse non possaoL 

Igitur ut demonstratio nostra absolvatnr, probandom est, valores for» 
mnlae (29.) (qni certe sunt pro mngulis ^ maijaii admissibiles nt jam osten- 
sam est) conditioni (27.) revera satisfacere. 

Consideremns nnum quodcunque aggregatomm ^9 pata ^//(yO, de- 
signante k nnmerum quemlibet e serie 1, 2, 3^ •••• A. Huiiia aggregati 
terminas generalis est 

nt ante^ q antem est e serie 1, 2y 3, •••• A; / e serie 1, 2, 3, .^«^ n^; 
deniqne ^y == Vk* Igitur gradus huius termini est 

siye secundum formulas (26. et 29.) 

g = ^^i+»iVi+n2V2+.... + ii^iVi + |(/--l)y^| + (ii-.tf^--|)ifÄ. 
Est vero 

Quibus valoribus inter se comparatis, facile colligitnr esse g^ — ^^0. 

Primum si j s=*, fit y— ^ = (/— l)y»— 1(/— l)v*I oianifesto ^a 
Secundo loco sit q <^ k; tunc fit 

+ (/-l)v*- 1(1-1) v,|, 
vel quoniam (/— 1)^^ > l('— l)»'^! > ß* 

aive 

Est autem n^— '^0, ideoque n^— /+l>Oj \—-Vi>0 quia f<ili 
omnesque reliqui termini manifesto sunt poaitivi; uiide ^ — ^^(X 
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Terth loco si ,f >> k, fit 

+ (/-"l)v*-|(/-l)Veh 
ttve qaoDiam (/— l)»'^^ |('—I)v^|, 

qoae mmma omnes tenninos positivos habet atqae maoifesto perdocit ad 
ooDclaaionem ^' — ff > 0. 

Hioc colligitnr grados terminonioi intermediomiD, qiios fornmla (29.) 
natit, re vera admifieibiles esse, atque omnino formulis (85.et29.) polyoo- 
miomm ^29 739 749 •••• 7» gradus (gradu polyuomii qi arbitrario manente) 
ita determinari , ut simal gradus jüc aequationis fxsszO ad limitem E depri* 
natar, quem fonnula (24.) exprimit, numerusque m coefficientium in bis po- 
lyDomiis conteutorum quam fieri potest maximus evadat, ita nt denique dif- 
ferentia ß — m valorem mioimum nanciscatur. Sed hune yalorem differentiae 
jtA — m nulto coocinoius repraeseotare possumus, quam immediata siugulornm 
terminorum agglomeratione fieret. 

nee oon secandum praecedeotia 9^2 = ^9i 4* l^ij » igt = ^^i + i^ "lU * * * * 
h-, ■= hl + l»i— ^ • Vi\ 1 9q.,+i = 9qi + «1 v» , Sq„,+i = ^y,.+i + |vj| , et 8. p,, 
nude 



}ai ]^i 



fc^^-l 



Combinaudo bunc valorem cum yalore ipsius fi quem snpra s= E (et 
form. 84.) iovenimus, obtioemus valorem quaesitum 

30. fi — m = r = (ii — 1)»iVa — S \hi\ + (n—ni — 1)112^2 — S |/v2|+-- 

2=11,— 1 

.•• + («*— !)%>'*+ S |/v,.|+(«— l)(^;»o— 1;. 

fcrl 

Summatiooes in praecedenti aequatione iudicatae faoile absolvnutnr. 
Ponamos enim /«Vis I^.Vil + ry erit r = si Ivi est integer, si vero nume- 
rus Ivg fractus est, erit r fractio positiva unitate minor, nt e definitione 
sign! \hi\ sponte patet. Hinc prodit (Ui — l)Vi = fiiVg — j/i^j| — r ss 
«iVi — \lVi\ — 1 + 1 — ^> ideoque, quia ngVi est integer: \(ni — l)Vi\ ss 
HiVi— |/i^i|— 1 si r non est =0j sivero rs»0, |(ni— O^^il == (»1 — O^i* 
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HiDC fit KV|| + |(^i — Oi^i|^=^^iVi — 1 8t Ivi est numenu fnotaSy 
|/yij + i(^i — O^ii^^A^i ^ ^^t est integer. 
DenotaDdOy at iam rapra diximiis, litten /^ divisorem commaiieoi maxi* 
mam positivam numerorum iDtegroram Hg et iii v^ j facile intelligitor in serie 
nmneronini v^ Svi, Svi, •••• (ni — l)Vi inyeniri seqaentes integres, pata: 

a.fj 2»,yi 3»i^i (/| — l)n,»| ««^i«-. ..»•«^^». «^«* ^ 4, ^ 

\ * , J ' y "~7 f •••• '' i^ qnorum nunienia eet /I— Ij re- 

#1 #1 #1 #t 

liqaos autem termiDca aeriei Vgy 2yi9 Sv^ «••• (%*-*!) Vi iotegroa eaae aon 
poase. Quibos perpeoaia ex aeqoationibiis praecedentiboa coUigitar 

^ (n,~l)(ii.y,-l)+/;~l 
aive 

81. 2.T'|ly,| s (Hl— IXnxVi— 1)+/1— 1. 

JbI 

Bodem modo fit 



Hia yaloribua in formula (80.) aabatitotia, eTonit formula aopra proposita (21.). 

Ita demooatratam eat theorema generaliasimom de nnnero integraüom 

^ '-^ — j ad quem Domerna datua arbitrarina einamodi integralima 

aemper redaci poteat Uic numeraa a aola natura eioa aequationia alge- 
braicae pendet, quae radicem y determinat 

CoroUarmm. Si omoea radicea aeqoationia (L) eodea grada gan* 
denty quem per v deaignabimua , fit n^sasiiy Vicsy, nv nnmerua integer 
SB ^Pn'^Spoj fi^=^f^=^ faclori coami. max. poa. integro numerorum n et ny, 
n, SS 0, y2 =3 O9 • • • . nh^=^Oj yjk ss 0; nnde obtinemua 

aive 

Huic yalori exacte reapondet is, quem caau magis reatricto aequationia 
y^=^R, in quo ^/^qsssQ, nv = jA, primua exbibuit cL Broeh in huioa 
diarii voL 80, p. 187. 
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Caput III» 

Applicatio theorematom praecedentiüm ad aequiatioiiem inter binos 

teiminos p^y^'^Pn^Q^ 

Haec aeqnatio nobia scribetor: PyssR, nhiP etB desigoant po- 
lynomia integra prorsoar genenditer coocipienda. Proficuicaniur a formala 
in fioe capitis primi eidiibita (18.) puta bac: 

qoae valet pro aeqoatione bioomm terminorom ot L c. osteodimiur. Ibi etiam 

flMniatrayimiia polToomium iotegrum 0x szfx^-^ — ^ + ••••} ^^^ divisibile 

per B, 8t ve esse Qx^s^Jix.R, siqoidem Ax polyoomiiim integram sigoifi» 
est HiDC seqnltnr, si somatar diyisor (f>x^=sR, qao pacto ^i, c«, e^f .•• 
...Cr repraeseDtabunt radices aequatioois HssO^ fieri necessario OcisbO, 
6^ SS 0, • • • • fiCr^^O. Unde aeqnatio (83.) transit in banc : 

si?e efiam, qnia R^Py^i 

fiSnt ^ et T gradns polynomioram R et P> nnde gradns eommnnis ra- 
AeoB y erit ss £^ll?; alt porro 7 gradus polynomii (Po^* Generaliter gra« 

dns qnotientis — ^ est ss 0^ nee nnquam hnne valorem snperare potest, idem- 



qoe valet de reliqois similibns; hinc fit grados -y- =5 — ^j — ?- 4. « . . « -|- -^ — 
bic: -^S — ^i deniane nados fractionis in aeanatione (34.) nncis indnsae 



obtinetnr =y~g + *^y ^\ Qui gradus si est <— 1, erit: 

Haec Igitnr aeqnatio snbsistet, si y <; q — 1 ^SJZJU^ qua e conditione 

majumns valor qnem nnmems 7 admittit invenitnr y^s^ — 3 — 1 vg— >0 | 
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Aequatio fx = 0, caios radices satisfacinDt aeqnationi differeotiali (36.X 
a coefficientibus polynomii ^o^ prorsua vacua est, ideoque^ nt in huiiurniodi 
casa primos animadvertit cl. Jacobi ( tomo 9. pag. 394 huius diarii ) , satis- 
facit immero 7 + ^ aequationum differenlialiuni simoltanearam inter (i qaaii<- 
titates d?i 5 oT) » » • • • ^^ 9 putft sequentiboa : 



p:p=r— "f -='irp=r— ''^ ^p:p^ — ^^ '*" '^irp: 



Hf-n) 



abi y Talorem maximum admissibilem repraesentat qui est a= ^ — 2 

Qui valor si negativus evadit, manifesto reiiciendos est, oeqbe tone aeqoa- 
tio ulla formae propositae snbsistit; observaodoin tarnen, nameram 7 ss 



2 — 



n 



infra Umitem — 1 desceDdere non posse, sive omnerum 

7+1 Aut positivam esse aut s= 0, noDqoam autem negativam. Hino patet, 
Domerum omDinm aequationum differentialium simultonearum in schemate (36.) 
pro diversis valoribus k^ss 1, 2|3, ••••n — 1 contentarum esse 

= („-i)(g-i)_ '»-'»>-^-')+e ? = f, 

ubi f est Factor communis integer roax. pos. numerornm n et ^-—7. In- 
venimus igitur systema aequationum differentialium, qnarum numerus est 

-/ _ (n-i)i9+n-i)^f +i 
r ^ 

quo in systemate occumiut fi quantitates variabiles, puta radices Xi^ x^^ ••• 
... x^ aequationis fx^s^O^ quarum igitur fi-^r' tanquam independeutes 
spectandae sunt, reliquae r' autem bis ipsis 7' aequationibus determinantor« 
Altera ex parte datis m^ssfi — r radicibus aequationis fx^szQy re- 
liquae r radices prioribus complete determinantur. Quarum numerus e for« 
mula (38.), in qua^/^o^=^^9 ny ss^-^T, inveuitur 

T = (n l)r 1 (»-<)(p-^-l)-/^+l ^ (n-l)(p-f5»-l)-/-f>l 

sive est resr'. 

Hunc consensum attentioue dignissimum primus animadvertit cl. Ahd 
in casu n ss 2; invenit enim numerum aequationum simnltanearum formae (Sft.) 

esse ssB ^ ' ^"" vel =2^!! — 1^ prout numerus q^v mi impar vel par; 
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eondem anfem erae nimieroiii miDimiini radicom aeqnatioDis fxssOf quae 
reliqote e radicibas algebraice determinentor. Confennlor quae exatant in 
huioa diarii tomo 3., pag.881. et aeqoente» 

Aequalitas valomm r et r' faeile explicator aeconduni ea qoae oL 
JaeM L L pro eaaa n sa 2 propoaoit Scflicet m ioter ßtam +r tbf- 
dieaa d^i ^ jps i • • • « '^ bM x^^^ t ^m-i^ j • • • • x^^ j qaanini Duaienia Tj 
taoqoani conataniea, reliquae ^i , ^, , « . • • ar^ tanquam variabflea conai« 
denmtnr, ajFstema r aeqoatioaiini differeDlialiuin aimohanearum inter m va- 
riabilea Xi^ x%y ... . x^j qoarnni nomenis ad miDimom as r 4* 1 accipien- 
dos est, habet r iotegralia eompletai qoae in aeqnatione gradaa r, pnta 

fz 
— 1 ssO contiuentur, enina radicea qnantkatom conatan- 

tinm arbitrariarnm vice fiingnntnr« 

Exempli causa consideremns aeqnationem y^ss A> in qoa R sit gradus 4^ 
live ^ CS 4} nnde grados radicis y=sl. Erit praeterea rssO, »==4, unde 

fa4, Ts3; porro 7+I =^—1— j*fcf.^| =3~|^| =3— *^^ unde 

Gt y 4.1 ;;s 2, 1, pro A: s= 1, 2y 3« Qnare proponimus secundum Schema (36.) 
aequationes diflbrentiales has inter m yariabiles, in quibus y breviter radi- 
cem argumento Xi assoclatam designat: 






Scilicet suppositio ft ss 1 dat duas aequationes^ suppositio k^2 dat 
imamy /fcss3 nuUam. Uuic aeqnationnm differentialinm S3r8temati respoodet 
aequatio finita haec 



f' 



s= 



in qua secundum praecedeutia, posito ^i«^^,r? + yijft +y$yi+y4t ^ 
8. p», habetur jfx s= >^i«^/^f^3.4^«« €rradu8 polynomii fi arbitrarius est 
e ^^1 1 reliqui autem sunt fq^ ssSq^ + 1, Sg^ ssSq^^2j iq^ s iiq^ 4. 3, 
unde gradus polynomii fx sive fiss4^^i4'12y numerus caäflficientium ar- 
bitrariornm in ^n ft, g^j 7« contentorum est ms 4^7^ + 9; hinc aequa- 
tionis propositae gradus fit fi — m=^3^ ut debet 

Similiter proposita aequatione y^ss R, in qua R sit quarti gradus, 
obtinetur e sehemate (86.) systema aequationum differentialinm hoc ( in quo, 
ut ante 9 y ubique radicem argumento ir» associatam designat) | puta; 

Cr11«*s Jomal d. M. Bd. XXIIL Hft 8« 86 
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fcri r ' fei y* ' i«i r* 

D8 tria integralia completa algebraics GODtinentar aeqoaiioiie tortii gr»» 
r, qiiae secandam praecedentia faeile evolvitur. 

Ita ea ratio explicandi theorematis Abeliani, qua pro ii.'ss2* iiras est 
JaeM, ad qoemvis valorem exponentis n extendi visa est, jnve sigoi- 
itio theorematis jlA^fiom redaci ad exhibitionem aequationom algebraica* 
§9 quae systemati totidem aeqaatioDma inter integralia proposita transoen» 
itia, partem algebraico-logarithmioam aallaai coDtineotioai ideoqoe ia sog 
lere simplicissimaroai , aequivaleaat. 

Berolini, m. Dec a. 184L 
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IL 

Ueber einige stereometrisehe S&tze. 

(Vom Herrn Frof. Dr. Steiner sa Berlin.) 

(AvMiif VOM einer am 14. Febroar 1842 in der Akademie der Wimenadiallen xu BerÜs gehaltenen 

Yorleinng.) 



JLlie naclurteheBdeo Sitee haben die Beredmnng soleber Körper «im 6e- 
genstande, welche von swei parallelen Grondllieheo vnd von Seitenflicheii 
die Dreiecke, ParalleltrapeM, wiadecbiefe eder Aberhaopt geradlinige kmmme 
Fliehen sind, begrenzt werden. Hierbei ging mein Beatreben vcmdunlidi 
dabin, fär die Berechnung möglichst bequeme Foroieln nn finden und die» 
aelben elementariacb und einfach su beweiaeo. 

Fn^niamentaleatz» 

„Ist He GtnmäfläekB einer viereeitiffm PjfremUk ABCDB ein 
PwraUeUrapez ABCD, iet nOmliek AD^BC, und wird He PyremUk 
durch eine BbeneEFG, welche durch ihre Spitze E und durch dieMUt^ 
ten F, O der nicht parallelen Seiten AB, CD der Grundfläche geht, ge^ 
echniiten, $o sind die aue den Ecken A, B, C, D auf diese Ebene gefäU^ 
ten Perpendikel jfMch und der Inhalt der Pjframide iet gleich vier Drittel 
van dem Producte aue dem Dur chechnitte •- Dreieck EFG in mnee der 
PerpenOkeir Und; 

„Wenn äne der beiden parallelen Seiten der Grundfläche rer- 
echwindet, z. B. wenn BC sss wird, und eomit die Pgraadde in eine 
drmseiUge übergeht, so blmbf auch für diese der Satz beetehenT 

Dieser Satz ist elementarisch und sehr leicht zu beweisen. 

8. IL 

Hau denke sich nun ein solches Polyeder K, welches von zwei 
parallelen Vielecken A, B, als Grundflächen, und von Seitenflachen s, Si, 
S29 •••• begrenzt wird, welche Paralleltrapeze, oder tbeils Dreiecke sind« 
Höhe des Körpers sei 9=24« Die Durchschnitts -Figur, in welcher 
Körper von der Ebene, die den Grundflachen parallel und in der Mitte 

35* 
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Kwischeii denselbeii liegt ^ gesoboitten wird, beiCie C. In dieser Bbeodi 
iK« B. innerhalb des Vielecks C, nehme man einen beliebigen Pnnct P an 
und betrachte ihn ab gemeinschaftliche SpitM von Pyramiden ^ welche die 
verschiedenen Flachen des Körpers K zu GmndlUchen haben, und welche 
also zusammen diesen Körper ausmachen. Dje Pyramiden Ober den Sei- 
tenflächen s, #1, Sa 9 •••• sind alle von der Art^ wie die im obigen Fun* 
damentabatzo} jede wird von der genannten Ebene in einem Dreieck 
geschnitten (das dem obigen Dreiecke EFG entspricht) und alle diese 
Dreiecke bilden zusammen das Vieleck C, so dafs also die Summe der 
Pyramiden I infolge des Fundamentalsatzes, ss|-AC ist. Die Inhalte der 
^ramideo Ober den Grundfl&cben A und B sind ^AA, ^hB. Demnach 
hat man für den Inhalt des Körpers K folgenden Ausdruck 

1. £ SS iA(ii + A+4e) == iH(A+B + iC). 
Das heifst: 

„Der Inhalt des Körpers K ist ein Sechstel von einem Prisma 
von gldcher Höhe H und ikber einer Grundfläche, welche so g^ofs is^ 
als die beiden Grundflächen A, B uAd die vierfache nättlere Durchschnitts^ 
Figur C ssusammengenommen!^ 

%. HL 

In jeder Seitenflache s liegen drei entsprechende und parallele Sei* 
ten a, h, e der drei Vielecke A, B, C, und es ist immer 2c = a^bg 
diese Gleichung findet auch in dem Falle statt, wo die Seitenflache ein 
Dreieck und also entweder a ss oder i = ist Daher ist auch| wenn 
man die Umfinge der Vielecke A, B, C durch {A)^ (B), (C) bezeichnet, 

t. 2(C) = (A) + {B)y 
das heiCrt: 

»Der doppelte Umfang des mittlem Durchschnitts ist der Summe 
der umfange beider Grundflächen gleich/* 

%. IV. 

Wird die Grundfläche B in ihrer Ebene um irgend einen festen 
Punct um 180^ herumgedreht , so wird jede Seite b derselben wieder mit 
der nämlichen Seite a der festen Grundfläche A parallel« mit welcher sie 
zuvor parallel war j und werden sodann die nämlichen Ecken von A und 
B, wie anßUigUchy durch Gerade (oder Kanten) verbunden, so entsteht ein 
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Körper Kg, dessen Seiteuflaehen er^ ^^ ^19 •••• einander dnrchkreozen, 
00 dafisr an die Stelle der früheren Paralieltrapese , jetzt sogenannte itber^ 
eeUofene ParaUeltrapeze treten, und dafs der Körper aas verschiedenen 
Theilen besteht, welche theils positiv , theils negativ zu nehmen sind*}. 
Btoi&t fiir diesen Fall die mittlere Durchschnitts -Figur Ct und ihre zu a 
md ( gehörige Seite Ciy so ist jetzt 2^1 s « — b^ wo also Ci sowohl ne- 
gativ als positiv sein kann; eben so der Inhatt der Figur Ci« AuCierdem 
hat man analogerweise, wie oben: 

4. 2(C0 = (i«)-(B), 
d. kr „Auek dieser Körper K^ ist ein Sechstel ton einem Prisma van 
gleicher Höhe und itber einer Grtmifläche^ welche so grofs ist, als seine 
teOen Grundflächen und der pierfache mittlere Durchschniltf und der 
Umfimg dieses Durchschnitts ist der lialben Differenz zwischen den Um^ 
fänden beider Grundflächen gleichJ" 

«• V- 

Da die Seiten (wie a, b, e, C|) der Vielecke A, B, C, Cg respec- 
tive parallel sind, so haben diese beziehlich gleiche Winkel (einzelne Sei- 
ten der Grundflächen A, B sind Null, wofern unter den Seitenflachen der 
Körper K, ÜT^ sich Dreiecke befinden ) ; pnd da ferner zwischen den ent- 
qirechenden Seiten die Gleichungen 2c s n-f-^ uod 2ei^=^ a—b statt- 
finden, so folgt aus einer bekannten Formel — nach welcher der Inhalt 
eines nEcks durch n — 1 Seite und die von denselben gebildeten Win- 
kel ausgedrfickt wird — für die Inhalte der vier Vielecke nachstehende 

Gleichung: 

5. i«+B = 2C + 2Ci 

d« b. die Summe der Grundflächen ist doppelt so grofs, als die Summe 

der mtUern Durchschnitts '^ Figuren beider Körper. 

Dadurch yerwandeln sich die obigen Aosdröcke ( 1. und S.) fflr die 

Inhalte der beiden Körper K, Ki in folgende: 



^) Sind SB. B« beide Grundflächen A, B Viereeke, 80 besteht der Körper im AIU 
gemeinen aus drei Theileni aus awei acbiefabgeachnittenen dreiseitigen Pyramideii, die 
fiber den Grundflächen A^ B hegen und sie au Seitenflächen haben, und aus einer 
daswischen liegenden, durch die vier Seitenflächen (T, o,, a^^ tr^ gebildeten dreisei- 
tigen Pyramide, und dann smd jene beiden als positiv und diese letatere als negathr 
anausehen. 
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Dm beifirt: 

„Jeder der beiden Körper ist glmch einem Prisma van gUieker 
Hohe und über einer Grundfläche, welche so grofs ist, als seine mitOere 
Durchschnitts '^ Figur und ein Drittel der mittleren Durchschnitts'' Figur 
des andern KürpereJ" 

Die Formel (6.) stimmt mit derjenigen fiberein , welcbe Herr Kt^^pe 
in Bd. 18. S. 875 d. Jonrn. aufgestellt und mittelst der Integral -Rechnung 
bewiesen hat ^). 

i. VL 

Läfst man die Gmndflficben A und B, durch Vermebrung ihrer Sei- 
tenzabl, in Carven fibergehen, so gehen auch die mittlem Durchschnitte C, 
Cg in Curven und die Seitenflächen der Körper gehen in bestimmte ab- 
wickelbare krumme Flachen S, Sg Aber; nämtich jede dieser Flachen ist 
die Enveloppe einer Ebene, die auf beiden Curven A, B zugleich rollt» 
Da die bis dahin aufgestellten Formeln (Kbis 7.) fiBr diesen Grenzfall ofieo- 
bar gleicherweise gültig sind, so hat man folgende Satze: 

1^ „Wenn stn Körper K oder Kg von parallelen Grundflächen A 
und Bf welche beliebige Curven sind, und von einer krummen abwickele 
baren Sdtenfläche 8 oder Sg begrenzt wird, so ist der Umfang seines 
mittlertß Durchschnitts C oder Cg gerade halb so grofs, als die Summe 
oder die Differenz der Umfange der beiden Grundflächen (2. oder 4.).*" 

W. „Die Summe der Inhalte beider Grundflächen ist doppelt so 
grofs, als die Summe der Inhalte der mittlem Durchschnitte beider 
Körper (S.y 

9\ „Der Inhalt Jedes der beiden in Betrac/U stehenden Körpers 
K, Kg ist ein Sechstel des Products aus seiner Höhe in die Sunune der 
beiden Grundflächen und des vierfachen mittlem Durchschnitts (1. oder 8Jf 



*) Einen besondern Fall dieser Formel , wo nämlich der Körper K ein abge- 
ntompfter Kegel ist, hat Herr Hofraih Schweine mir schon im Jahr 18S5 mitMthetIt; 
er hatte denselben zur Bequemlichkeit für practische Rechnungen anfgestellU Für 
diesen Fall hat man 

K CS if [(£±ri)'+i(lrili)']„ = Bl{r-{-r,y+i{r^r,y]^, 

WO r und r^ die Radien der Grundflachen A und B 
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oder pläch dem Proiucte aus der Hßhe in die Summe seines mitUem 
Durekscknitts und eines Drittels des mifüem Durchschnitts des andern 
Kdrpeu (€. oder 7.y 

%. Vll 

Gehen die Körper K und K^ insbesondere in abgesloinpfle Pyra- 
miden oder in abgestumpfte K^el über, so werden die vier Figuren A, 
Bf Cj Ci einander tiinlicb, so daüs sich verhäU: 

wo a, h, c, Cg entsprechende Seiten oder irgend welche homologe Dirnen- 
.aionen der Vielecke oder Curven A, B, C, Cg sind. Dadurch modifictren 
siibb die Ausdrucke (1. und 3. oder C und 7;) Ar die Inhalte der Kdrper 
wie firfgt: 

ysfß 6 : • =5 n gesetzt ist. Oder da nach (9. und 4.) : 

2^C= V^A + ^B und 2^C, es ^A—^B, 
und daher: 

11. iC t=s A+B + 2^(AB) und 4C, ^ A + B—2^(AB), 
9ß gehen sie auch in folgende bekannte Ausdrücke Aber: 

t«. Ä « iH^A +B + ^(AB)) i K, = \H(A + B — ^{AB))^ 

8. yni. 

Beduciren sich die Grundflachen auf zwei nicht parallele gerade Li- 
nien A und B^ so dafs ihre lohalte «s sind, so wird der Körper K 
(oder jKi) eine dreiseitige Pyramide; A und B sind gegenfiber liegende 
Kanten und H ist ihr senkrechter Abstand von einander; der mittlere 
Durchschnitt C wird ein Parallelogramm, dessen Seiten den Kanten A^ B 
parallel und bezieblich halb so groüs, als diese sind, so da(s also Css 
^A.\B.s\n^y wo (P der Winkel ist, welchen A und B ihrer Rich- 
tang nach bilden. Demnach hat man in diesem Falle för den Inhalt des 
Körpers (1.): 

n. K= ^HAC = IHC SS ^iZifisin^, 
d.h. der Inhalt jeder dreiseitigen Pyramide ist zwei Drittel desVrodußts 
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aus dem AbHande H zweier gegenüber stehender Kanten Af B in den 
mk diesen Kanten parallelen mittlem Durcksehntl C} oder glmch einem 
Sechstel des Products aus den genannten zwei Kanten in ihren Abstand 
von einander und in den Sinus ihres Winkels. 

^ IX. 

Sind A und B, D und B, F nnd O gegenfiberartehende Kaoteii 
einer dreiseitigen Pyramide, so wird diese von jeder den Kanten A ond 
B parallelen Ebene in einem Parallelogramm defg geschnitten, dessen Sei* 
ten bezieblich mit A^ B parallel und dessen Ecken d^ e, f, g in den Kan- 
ten D, E, Fp € liegen. Bewegt sieb die scbneidende Ebene von A bis 
B, so bescbreibt jede der beiden Diagonalen de, fg des Parallelogrammsi 
z. B. de, ein sogenanntes windschiefes .Viereck ADBE, d. L ein Stick 
eines byperboliscben Paraboloids} und da die Diagonale bestandig das 
Parallelogramm balfiet, so wird folglicb aucb die PjrrAmide von dem wüid^ 
schiefen Vierecke in zwei gleich grofse Theile k^s^k^ getheilt Ein sol* 
eher Theil wird von drei Flächen begrenzt, nämlich von dem windschiefen 
Viereck ADBE und von zwei (ebenen) Dreiecken, zwei Seitenflachen der 
Pjrramide. Sein mittlerer Durchschnitt ist ein Dreieck 7, nämlich die eine 
Hälfte des Parallelogramms Cj welches der mittlere Darchscbuitt der Pjr« 
ramide ist} demnach hat man für seinei^ Inhalt (13.) s 

14. A ==i.f£rC= iiSTy, 

d. h. : Der Inhalt Jedes der genannten Theile ist zwei Drittel von dem 
Products aus der Höhe H in den mittlem Durchschnitt y. 

Gleicherweise ergeben sich folgende Sätze; 

Wird ein dreiseitiges Prisma von einer Ebene geschnitten, welche 
einer Seitenfläche desselben parallel ist, so ist der Schnitt ein ParallehigraBiai; 
bewegt sich die Ebene von der Seitenfläche bis zur gegentiber liegenden 
Kante, so beschreibt die Diagbnale des Parallelogramms ein windschiefes 
Viereck, welches das Prisma in zwei gleich grofse Theile k, kg iheilt 
Der Inhalt jedes Theils ist = ^ »7, d. fa. gleich zwei Drittel des Prodncts 
aus dem mittlem Durchschnitte 7 in die Höhe U (Abstand der Seitenfläche 
von der gegenüber liegenden Kante). — Hier sind k, ki solche Körper^ 
wovon jeder von einem windschiefen Viereck, einem Parallelogramm und 
zwei Dreiecken begrenzt wird. 
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Sind die Gmndfltehen 4r B eioes vieraeitigeo Prisnas, dessen Sei« 
teiduuiteii» verlängert» nicht in einem Ponct zosammenlreffen und auch nicbt 
pamDel sind, Parallelognunnie , so ist Jeder mit ihnen parallele Schnitt 
gle ieh f a ll s ein Parallelogramm , dessen Diagonale, wenn sich die sehnen 
dende Bbene von A bis B bewegt, ein windschiefes Viereck beschreibt, 
dwch welches das Prisma gehälftet wird, nnd wo wiedemm jede Hüfte 
^ 8s ^ SS f JBTy, d« b. gleich Kwei Drittel des Products aus der Höhe in 
den mittlem Durchschnitt ist -~ D. s. w. 

%. X. 

Blan denke einen Körper ^, welcher zwei beliebige parallele Viel» 
ecke A, B zu Grundflächen bat, und dessen Seitenflachen #, #i, #,, «••• 
windschiefe Vierecke, oder (heib solche Vierecke und theils Paralleltrapeze 
und Dreiecke adnd. Der mittlere Durchschnitt ist, wie frflher (S-IL)» ein 
geradliniges Vieleck <£• lieber jeder Seitenfläche s, die eui schiefes Viereck 
ist, setze man einen solchen Körper kp der die eine Hälfte einer dreisei- 
tigen Pyramide ist, und zwar von derjenigen Pyramide, welche die in den 
Grundflächen A, B liegenden Seiten a^ h des whidschiefen Vierecks # zu 
gegenflber stehenden Kanten hat^ also einen solchen Körper k, wie er zu 
Anfang des vorigen %. beschrieben worden. Alle diese Körper Ar mögen 
auf der änisern Seite aufgesetzt werden. Dadurch entsteht ein Körper K, 
dessen Seitenflächen alle eben, Dreiecke und Paralleltrapeze, sind, und 
welcher mit dem vorigen SL die Grundflächen A, B gemein hat Sein mitt- 
lerer Durchschnitt C besteht aus dem mittlem Durchschnitte € des Kör« 
pecs SL und aus einer Summe von Dreiecken 7, welche einzeln die mitt* 
lern Durchschnitte der anfgeseta&ten Körper k sind (g. CL), so da(s also 
Css (S+2(7), oder 2(7) ^ C— €. Eben so besteht der Körper K aus 
dem Körper Si und aus der Summe der Körper k. Daher hat man (t. und 14.) : 

= iiSr(il+l»+4€); 

d. h.: „Auch hei dem Körper S., dessen SeitenfUeken «um Theil oder 
alh windscUe/h Vierecke sind, wird der Inkalt jfleickerweise g^knden. 
nOmlick er ist ein Sechstel des Products aus der Bähe in Me Summe 
der Grundflächen und des vierfachen mitäem Durchschnitts. 

CMTe« JoviiiL a.llLBcl.XXIIL Hft3. S6 
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Dieser Satz gilt gleicherweise fiDr denjenigen Kdrper ^i, wMbut 
entsteht, wenn die Grundfläche B in ihrer Ebene mn 180^ heramgedrdht 
wird, und bei welchem also die Seitenflächen einander darchkreosen , wie 
oben i.lV. beim PolyöderjEi« Auch finden hier, analogerweise wie oben 
(5., 6. und 7.), die folgenden Gleichungen statt: 

lt. A + B = 2€ + 2€t; 
17. Ä =: ir(6 + i€i) und Ä, = JBr(^6+€t). 

8. XL 

Läfst man die Grundflächen A und B, die als Vielecke vorausge- 
setzt worden, in Curven fibergehen, so wird die Seitenfl&che des Körpars 
St irgend eine geradlinige krumme Flftche @, d« h. eine durch Bewegung 
einer Geraden erzeugte Flache (surfaee regUe)$ und dann geht auch der 
mittlere Durchschnitt <£ in eine Curve über; die obige Formel (15.) bleibt 
aber offenbar auch für diesen Fall noch gältig. Demnach folgt der Satz: 

,,Sind die Grundflächen A, B dnes CjfUnderfOmügen Kür per e St 
parallel und ton beliebigen Curven umschlossen, und ist die Seitenfläche 
& desselben irgend eine geradUmge krumme Fläche, so ist sein Inhalt 
ein Sechstel des Products aus der Höhe in die Summe der beiden Chrund^- 
flächen und des vierfachen mittlem Durchschnitts.^ 

Der Satz bleibt gleicherweise bestehen, wenn die Umfange der 
Grundflächen nur zum Theil in Curven fibergehen und die fibrigen Theile 
gerade Linien bleiben, wobei dann entsprechenderweise die Seitenflache & 
aus verschiedenartigen Theilen bestehen kann, aus allgemeinen geradlini- 
gen krummen Flächen und aus ebenen FUchen. Dadurch läfst sich also 
der Satz auf beliebige geradlinige krumme Flächen anwenden, d. h. ihre 
Cubatur labt sich mitteb desselben bewerkstelligen. 

Einen einfachen beaondern Fall des vorstehenden Satzes gewährt 
das einfache Hyperboloid (hj/perboltade ä une nappe). Wird dasselbe z. B. 
von zwei parallelen Bbenen in BUipsen A, B geschnitten, so wird der 
Inhalt des von den Grundflächen A, B und dem zwischen ihnen liegendea 
Theile @ des Hyerboloids begrenzten Körpers St auf die angegebene Weise 
gefunden. Nämlich es ist dann auch der mittlere Durchschnitt S eine El- 
lipse, und wenn man die halben Axen der Ellipsen A, B, <£ durch a und 
a, b und ß, c und y bezeichnet, so hat mau 

18. Ä = f fl(aa+*ß+4cy> 
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Bin anderer intereManter besonderer Fall M folgender. 

Sind im Baume zwei anbegrenzte feste Gerade A, B gegeben, ist 
ihr senkrechter Abstand von einander ss «s 2 A, und soll eine gegebene 
Gerade = 2 a sich so bewegen , data ihre Endpnncte auf den festen Ge- 
raden A, B fortgleiten, so beschreibt sie eine geradlinige krumme Fläche, 
die einen Körper begrenzt, dessen Inhalt 

ist Dieses Resultat ist dadurch merkwürdig, dafir es von dem Winkel P 
unabhängig ist, welchen die festen Geraden A, B ihrer Richtung nach mit 
einander bilden, d. h« das Volumen des Körpers bleibt constant, welche 
GröCse dieser Winkel haben mag, wenn nur h und a sich nicht ändern« 
Nämlich der mittlere Durchschnitt € ist hier eine BlUpse, deren Halb- Axen 
a und ß — wenn o* — A^ =s h^ gesetzt wird — beziehlich (.cot|^(P und 
A.tang^tp sind, so dafo also ihr Inhalt ss aß^ = (V = (a^— A*)«* 
constant ist Wenn insbesondere (P = 90^, so ist der mittlere Durch- 
schnitt ein Kreis. 

$. XIL 

Viele von den im Vorstehenden betrachteten Körpern behandelt un- 
ter andern auch M.Birech in seiner „Sammlung ßeametriseAer Aufgaben^ 
(Th. IL S. 101 — 106; %. 155 — 157; %. 180—190)« Er findet die For- 
meln fOr den Inhalt durch Hülfe der Trigonometrie und Projection. Die 
gegen w&rtige Darstellung ist unstreitig einfacher, zusammenhängender und 
umlassender; auch sind die Formeln zum Theil bequemer. Vergleicht man 
seine JPormeln mit den hier gegebenen, so ergeben sich z. B. folgende 
Belationen. 

För den im g. II. betrachteten Körper K findet Hirsch {B. f04, 
% 156.) — wenn die Seiten der Grundflachen ^ undB durch o, at, a^^ .... 
und (, &i, ^29 •••• bezeichnet werden — die Formel: 

la JCes lA(A4-it)-t-ilI[a6, siDCnaJ+oft, 8m(aaJ+a6, •m(aaO-^.*.+<i^s>iA(Mii.s) 

+a| &t^in(a,i 0t)+^i *» «nCa^ ag)+«***+Ai *i»-ttin(a, 9h^) 
+as&,tin(a»i,)+as64 8in(a«a4)+...,+at^sm(as«U^) 

+ -f^i»-s ^1^-2 sin (cu^Oii-a)] 

CS ifl(^jB)+iir^[a», sin (aa.)]. 

Diese Formel mit der obigen (1.) yerglichen, giebt: 

tl. S[a»isin(aai)] s 4C— Jl— H/ 

S6« 



2M ^'* Sfein0r, ji&«r äi^ ttereo0t*lrt$ek0 Saite, 

oder, da naeh (&) A^Bsz2C+2Ct, so folgt: 

mid ia der That aind die beiderseitigen Ausdrfleke dieser GleiiAaiig iden- 
tisch, wenn man das, was oben (8. Y.) von den Vielecken C nnd Ct an- 
g^^ben worden, berflckmchtigt 

Far den b S. X» beschriebenen Körper X giebt Bandk (S. SMS, 
8. 189.) die Formel: 

«8. Jt = iff(J-i-£)— ,lrff[a»8m(at)+fteaai(»«)+e<f8b(eif)-f ....+<aän(«a)] 

WO 0^ ^, ^ . • . . / die Proje<^onen der Seitenkanten des KArpen aof die 
Grondflicfae A sind. Dnrch Veigleiohang dieser Formel mit der obi- 
gen (15.) folgt: 

«4 SCa5sin(a»)] a 4(^+0— 2Q, 

und Termöge (16.): 

«6. Z[a5 8in(a&)] = 8Sie 

Oderi da beide Formeln bestehen bleiben, wenn die windncbidea 
Seitenflächen in Pandieltrapeze, nnd damit der Körper ft in das Polydder K 
fibeigehti eo hat man auch fflr diesen Fall: 

26s 2[a»0in(a5)] es 8C,. 
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12. 

Eine Aufgabe , betreffend die Theorie der cubischen 

Reste# 

(Von Hemi Prof. Dr. K u mme r %a Breslaii.) 



▼T enn p eine Primzahl von der Form 3n+l i^t» und y eine primithre 
Wurzel derselben^ so kann die Reihe 1, y^ jf\ ^j .... g^^ in drei ver« 
adiiedene Beiben geordnet werden , nämlich 1, ^^ ^^ •••• j^^ femer g, 
S^y ^^ •••• ^ ™d ^9 ^^ ^9 .... s^. Die Reste der ersten Reihe ffir 
den Modul p sind die cubischen Reste^ von denen wir einen beliebigen 
mit a bezeichnen; die Reste der zweiten und dritten Reihe i welche wir 
reep» mit und 7 bezeichnen ^ sind die cubischen Nichtreste. Wenn nun 
Ol ß und Y die angegebene Bedeutung luüiieni 00 sind, wie G(mf9 gezeigt 
hat 9 folgende drei Reihen: 

«TjSsSjCOS— , ÄTjiSsSiCOS-^— — , ÄTjSSsSiCOS-^— — 

% P • P Q P 

die drei Wurzeln von folgender cubischen Gleichung: 

wo t durch die in ganzen Zahlen aufzulösende Gleichung 4/f s3^^-(*27ai^ 
und durch die Bedingung, dafs es positiv oder negatir zu nehmen sei, je 
nachdem es die Form 3A+1 oder 3A — 1 hat, vollständig bestinunt ist. 
Die drei Reihen Zg^ z^^ z^ spielen in der Theorie der cubischen Reste eine 
sehr wichtige Rolle, sind aber durch diese cubische Gleichung noch nicht 
genau bestimmt, da es ganz unentschieden bleibt, welche der drei Wur- 
zeln dieser Gleichung einer jeden dieser Reiben gleich ist{ mit dieser Un- 
bestimmtheit sind daher auch alle Resultate behafitet, welche man mit Hülfe 
dieser Reihen aber cubische Reste gewinnt. Ich habe nun die Aufgabe, 
diese Unbestimmtheit aufzuheben, allerdings in einem gewissen Sinne ge- 
tj&set, aber die Lösung genügt nicht recht, weil sie die Kenntnils der 
Summe .aller cubischen Reste, welche kleiner sind als ^Pf und eben so 
die Kenntnifii der Summen der beiden verschiedenen Arten von Nicht* 
restea voraussetzt» Aus diesen berechneten Summen habe ich denn auch 
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die Werthe der drei Reiben Zi^ sr,, z^ (dr alle Primzahleii von der Form 
Sn+ij noter 400, Tolktändig bestinunt und will die Resultate hier mit- 
theilen, damit vielleicht ein Anderer durch Induction das allgemeine Cre- 
netz finden könne, welches mir noch verborgen geblieben ist 

Zunächst bemerke ich, iah, da / in den Grenzen -^ 2 /> und + 2 //f 
liegt, die drei Wurzeln der cubischen Gleichung stets in folgenden drei 
Intervallen enthalten sein müssen: die eine in den Grenzen — 2/^p und 
— /)9, eine der andern in den Grenzen — //i und 4* //^ und die dritte in 
den Grenzen + ^p und + 2 ^p. Ferner bemerke ich, dals, wenn eine der 
drei Reihen vollstaudig bestimmt Ist, die Bestimmung der beiden anderen 
keine Schwierigkeiten weiter hat, da diese sich rational durch jene aus- 



drücken lassen ; daher bestimme ich hier nur die Reihe Zg :s 2« cos , 

e P 

in welcher auch d ss 1 genommen werden kann« Diese Reihe aber liegt 
nach meiner Berechnung 

1) in den Grenzen — 2/'p und — /]p für die Primzahlen 

97, 139, 151, 199, 211, 331 j 

2) in den Grenzen — ^p und +//^ f&r die Primzahlen 

13, 19, 37, 61, 109, 157, 193, 241, 283, 367, 373^ 379, 397j 
S) in den Grenzen +/)' ^nd +2/> för die Primzahlen 

7, 31, 43, 67, 73, 79, 103, 127, 163, 181, 223, 229, 271, 277, 

307, 313, 337, 349. 
Es käme nun darauf an, zu suchen, welche Eigenthflmlichkeiten jede 
dieser drei Reihen habe, die keine Prir^zahl der beiden anderen Reiben 
theilte. Die lineare Form der Primzahlen scheint hierbei keine Bedeu- 
tung zu haben, wohl aber die quadratische Form ip ss /**{.27ff^/ viel* 
leicht auch die Form /i sss r^4-3.«'. Da ich aber auch aus diesen kein 
Gesetz entdecken konnte, so nahm ich meine Zuflucht zu den Zahlon, 

welchen ß ' und 7 ' congment sind, aber mit eben so wenig Erfolg; aoch 
ob gewisse Zahlen, namentlich 2 und 3 cubiscbe Jleste sind, oder nicht, 
entschied hierbei nichts. Jedenfalls scheint das Gesetz etwas tief zu lie» 
gen, genauer Nachforschungen aber wohl werth zu sein* 
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Naehricht von der in Nr. 6. des vorigen Hefts dieses 
Jonmals gedachten Sammlung von Briefen an 

und von Ia. Eulen 



SKofolge einer von dem Herrn Siaatsrath Fufs in St Petersburg dem 
Herausgeber dieses Journals kurzlicb gefälligst mitgetheilten Nachricht ist 
der Druek dieser Sammlung bereits ziemlich vorgeschritten. Sie wird zu- 
gleich ein systematisches Verzeichniis der Werke Eulers enthalten. Titel 
und Inhalt (schreibt Herr etc. Pufi) werden folgende sein« 

^Carrespandance mathämaäque €t phyrique de qudquee cH^ee gSo^ 
m^itres du 18 sciecle, tirie des arc/üves centrales de Moscou et de 
edle de VAeadinne imperiale des scienees de St. Petershourg, et prS^ 
eädee ffune liste complite syetemaüque des travaux d^Euler et tune 
noike sur ses ecrits inedils. 

L Band. Vorrede: Ueber die Entstehung der Sammlung. Biographische 

und literar - historische Notizen. Nachricht Ober Eulet?:^ 
Schriften. Systematisches Verzeichnifs derselben. 
Briefwechsel zwischen Euler und GoldbacA, 1789— 17M (96 
Briefe von Euler, 84 von GoldbacA). 

IL Band. Briefe Johann BemoulU des Aeltern an Euler, 17t8 — 1746 

(14 Briefe). 
Briefwechsel zwischen Nie. BemoulR {Joh. fil.) und Goldhack, 

1781 — 1785 (87 Briefe). 
Briefwechsel zwischen Dan. BemoulU und Goldlack, 1783 bis 

1780 (71 Briefe). 
Briefe Dan. Bemoulffs an Euler, 1787—1756 (58 Briefe). 
Briefe desselben an Nie. Fufs, 1773—1778 (5 Briefe). 
Briefe Nie BemouUFs, des Neffen von Joh. und Jacob, an 

Euler, 1748, 1743 (4 Briefe). 
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Briefe an EuUr von NmM, 1740 (1 Brief). 
* . . ^ . . Oairaia, 1740 (2 Briefe). 
. • « . . . CSrooier^ 1748— 1750 (7 Briefe). 
----- - « Lambert, 1758—1762 (7 Briefe). 

Dem Isten Bande hoffe icli das Bild Eulers, dem 2ten daa DmM 
BemouUis beizugeben, ersterea nach dem (nach meines Vaters Ausspruch 
sehr ähnlichen) jDuriet'schen, von KlMner gestochenen Bilde 9 letzteres 
nach einem bei der Akademie befindlichen Oelgemäldej beide werde ich in 
Kupfer stechen lassen.** 
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13. 

lieber einige S&tze des Herrn Prof. Steiner. 

(Von Dr. F. Reinen, Director der Roalsehul« sa Dosseidorf.) 



Lehrsätze (Bd. XV. S. 373. No. 1.3. 4.). 

I. Sind beliebige n Ebenen A, B, C, D, ..., gegeben, nnd legt 
Hhon durch irgend einen festen Puncf K eine willkürliche Ebene P, nennt 
£e Winkel, welche diese mit ihnen bildet, bemehUch a, ß^ y, ^, •««., und 
multiplicirt die Cosinus dieser Winkel beziehüch mit beliebigen gegebenen 
Gröfsen a, b, c, d, .»m., so wird die Summe dieser Producte nagend emen 
Werth S haben, so da/i 

a.coBa^b.coBß + c.eosy^i^d.coBS'^.... = jS 
isL Soll nun die Ebene P um den festen Punet K sich so bewegen, dafs 
(wenn auch die Winkel Oy ß^ y^ i^ • • . . sich ändern) die Summe S con^ 
Hont bleibt, so berührt sie stets irgend einen geraden Kegel (jxweiten Gra^ 
des), dessen Axe Q fest ist, d. h. die unzähligen Kegel K, welche auf 
diese Weise entstehen, wenn man die beschrdbende Ebene in immer ofi- 
derer ursprünglicher Lage annimmt, wo zugleich der Werth S sich dfn« 
dert, hohen eine gemeinschaftliche Axe Q. Die Grenzen der Kegelschaar 
sind einerseits JRe Axe Q, wo der Erzeugungswinkel des Kegels ss 
ist, und andrerseits digemge Ebene R, welche im Puncte K auf der Axe 
Q senkrecht steht, tmd wo der Erzeugungswinkel sss^r i^ In diesen 
Grenzen erreicht der Werth 8 sein Minimum und Maximum. 

Beweis. Denkt man sich auf jeder der n BbeDen A, B,C, D, .... 
ein Polygon verzeicbnet, und nimuit an| dafs die Inhalte derselben bezieh- 
lieh den beliebig gegebenen Gröfsen a, b, c, d^ .... gleich seien, so stel- 
len die Ausdrficke n.cosa, 6.cos0, c.eos7, u.«.w. die orthographischen 
Projectionen dieser Vielecke auf die durch den festen Pnnct K gelegte 
Ebene P dar. Nun giebt es bekanntlich für eine beliebige Anzahl von 
dienen Flachenstucken .von durchaus willkürlicher Lage stets eine Ebene, 
w-elche die Summe ihrer Projectionen ein Maximum ist und deren re« 

Lage vollkommen und nur auf eine einzige VTeise durch die Pro« 
jectionen der FÜchenstöcke auf drei willkürlich gewählte, unter sich recht- 
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winklige Ebenen bestimmt ist. Diese Ebene hat anch die merkwQrdige 
Eigenschaft^ daC9 die Summe der Projeetionen der Flächenstdcke anf alle 
andere Ebenen ^ welche gleiche Neigung gegen sie haben, ein ond die* 
selbe ist^ indem, wenn die Summe der Projeetionen anf dieselbe mit i9i, 
die Summe der Projeetionen auf irgend eine andere Ebene P mit iS^ und 
dei Neigungswinkel dieser beiden Ebenen mit x bezeichnet wird, stets 

iS = iSd.cosj: 
ist, wie u. a. sich in PoisMne Mechanik Th. I. S. 87 u. f. der üebers« von 
JSchmidt bewiesen findet Denkt man sich also diese Ebene der grofsten 
Projeetionen durch den Punct K gehend^ was offenbar erlaubt ist, da be- 
kanntlich für die Gröfse der Projection eines Flächenstuckes auf eine Ebene 
die absolute Lage dieser letztem völlig gleichgültig ist, und die Ebene P 
sieh um K so bewegt, dafis die Summe iS^ stets constant bleibt, so mufe 
auch cos;t;, folglieh ihr Neigungswinkel gegen die Ebene der grofsten 
Projeetionen unveränderlich bleiben. Sie berdhrt daher in allen ihren ver- 
achiedenen Lagen ^inen geraden Kegel, dessen Axe eine im Puncto K auf 
der letztgenannten Ebene senkrechte Gerade ist. Geht die Ebene P ur- 
sprünglich durch diese Gerade, so ist, da alsdann x^^O ist, S^^^Oy und 
diese Lage entspricht offenbar einem Minimum; so wie der Fall, wo Ahb 
Maximum eintritt, von selbst durch das Obige erledigt ist. 

IL Nimmt man mf der Axe AB (Fig. 1-) einer EiUpee €wi^ 
ecken ihren Brennpuncfen C, D irgend einen Pund X an, und beachreibi 
mit den Abecknitfen AX, BX, in welche dieser Pw%ct die Axe theitl, &a- 
ziehUch aus den Brennpuncten C, D zwei Kreise^ welche eich m zwei 
Puncten a, h der Ellipse schneidefij^ und mit denselben Absohmtten be^ 
zielkÜch aus den Brennpuncten D, C Kreise, welche sich in zwei ande^ 
Ten Puncten a, ß der Ellipse schneiden, so sind die Verbindungslinien 
aßi ba» der auf entgegengesetzten Seilen der Axe liegenden Durchschnitts^^ 
puncte zwei unter sich gleiche, gegen die Axe unter gleichen Winkeln 
genügte Durchmesser, Macht man dieselbe Consfruction für einen am^ 
dem Punct X' der Axe AB zwischen den Brennpuncten C, D, eo sind 
die Durchmesser^ u^ß\ f^'oL^ welche ihm entsprechen, den Durchmessern 
aß, ba des ersten Punctes X stets zugeordnet, wenn X mit X auf 
entgegengesetzten Smten des Mittelpuncle^ M der ElÜpse utid zwar so 
liegtj dafs die Summe der Quadrate der Abstände XM, X'M dieser 
Puncte rom Mitfelpuncte gleich dem Quadrate der Excentridtäi iet. 
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Beweis. Zieht man nach den Durchschnittepnncten a, ij a, ß^ 
welche y da die Samme ihrer Entferniingen von den Brennpnncten C, D 
gleich der grofsen Axe ist^ bekanntlich auf der Ellipse liegen ^ Leitstrah- 
len, so sinO^ weil Ca^Dß^Cb^DoL und Da^Db^CasszCß ist, 
die Vierecke aCßD und aCbDt welche die Diagonale CD gemein haben, 
einander eongruente Parallelogramme, daher die Diagonalen aßy ab sowohl 
Durchmesser, als einander gleich und unter gleichen Winkeln aMC, a MD 
gegen die andere Diagonale oder die Axe AB geneigt Nacli einem be- 
kannten Satze ist nun 

(Caf + {Da? = 2(May+2(CM)\ 
oder, wenn A die halbe grofse^ B die halbe kleine Axe der Ellipse be* 
zeichnen, und Co =: ilJr, Da^TA—Ca^^A-^AX, CM^^^A^^B") 
gesetzt werden, 

{AXf^O^A^AXf » 2(J!fa)H2(ii*— U*). 
oder endlich: 

1. (AXf^2A.AX =5 (üa)' — (J[^ + ir> 
Eben so hat man offenbar für einen der Halbmesser i^M, welche dem 
Puncto X' entsprechen Mürdeu: 

2. (,AXJ—2A.AX' = (Ufa)'— (JHÄ')i 
also, gemäfs (1.) und (8.) 9 

{AXf+{AXrf'--2A(,AX+AX') = {Maf'\-{MaJ^2(A''^B'). 
Der Punet X ist aber so angenommen , dafs (Äf JT)' + {MX'f = {MC)\ 
also {AXf^{AX'y^2AiAX'\^AX') = _(J^ + B') ist, mithin wird 
die vorige Gleichung i 

j^-^-ir - {aMy+{afM)\ 
und die Halbmesser a M, a'M sind also, nach einem bekannten Satze ein- 
ander zugeordnet. 

kt MX'^MX^MC^\, so ist offenbar auch AXz:^BX\ also 
fallen nun die Puncto af und or, b' und ß, af und a, ß' und b zusammen, 
und die beiden zugeordneten Durchmesser aß^ a'ßf sind mithin alsdann 
einander gleich. 

Liegt der Punct X im Mittelpuncte M^ ist also jmTsO, so folgt 

ans {MXf^{ßAX'f^{MCf, dai^ der entsprechende Punct X in einem 

der Brennpuncte liegt, und umgekehrt ; auch sieht man auf der Stelle, dab 

nach der obigen Constrnction der Mittelpunct die kleine, ein Brennpunct 

dagegen die grofse Axe als zugeordnete Durchmesser liefern.^ 

37 ♦ 
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Es leuchtet endlich too gelbst eiu, da£s, um in allen Fällen den 
Puuct X' zu cohstrairen, welcher zu dem Puncte X gehört, nan nur ober 
MD einen Halbkreis zu beschreiben und die Sehne ME == MX zu neh* 
Dien habe , indem alsdann die andere Sehne ED^ =: MD'^ — ME!^ ss 
Miy-'MX} = (MXy ist. 

Der analoge Satz dir die Hyperbel ist folgender. 
HI. Nimmt man auf der Verlätuferung der Asce AB (Fig. 2.) ^ner 
Hyperbel, über ihre Brefmpvncte C, D hinaus, irgendwo einen Punct X 
an und beschreibt mit den Abschütten der Axe AX^ BX beziehlich aus 
den Brenapuncten C, D zwei Kreise, welche sich in zweiJPutiCten a, b 
der Hyperbel schnöden werden, und mit denselben AbschiSMen beziehlich 
aus den Brennpuncten D, C zwei Kreise, welche sich in zwei anderen 
Puncten o^ ß der Hyperbel schneiden, so sind die Verbindungslinien aß^ 
ba der auf entgegengesetzten Seiten der Axe liegenden Durchschnitts^ 
Puncte zwei unter sich gleiche, gegen die Axe unter gleichen Winkeln 
geneigte Durchmesser. Macht man dieselbe Construction für einen Punct 
X* auf der ihr zugeordneten Hyperbel, welcher auf der Verlängerung 
der Axe A'B' dieser zweiten Hyperbel über einen ihrer Brennptmcte 
O, D' angenommen ist, so erhält man auch für diese zwei utiter sich 
gleiche Durchmesser a^ß\ b'aJ^ und zwar sind die letztereti Durchmesser 
die zugeordneten von Jenen, wenn die Entfernungen MX, MX' der 
Puncte X, X' auf den beiden Axen von dem gemeinsamen Mittelpuncte 
M der beiden Hyperbeln einander gleich sind. 

Beweis. Zieht man nach den Durchschuittspuncten a, b, a^ ß, 
welche, da die Unterschiede ihrer respectiven Entfernungen von den Brenn- 
puncten C, D gleich der Axe AB sind, auf der Hyperbel liegen, Leitstrah- 
len, so sind wieder die Vierecke CaDß, CaDb, ans denselben Grdnden, 
wie oben 9 congrueute Parallelogramme, daher gehen ihre Diagonalen aßy 
ba durch den Mittelpunct ilf^ sind einander gleich und unter gleichen Win- 
keln gegen die Axe AB geneigt. Auch ist 

{Caf + iDay^ 2{aMf + 2{CMf 
oder, da aC^AX, aZ> = 2^+aC=2^ + JLI und CM^yTiA^+B") 
vtt, wo A die halbe Axe AM, B die halbe Axe A'M bezeichnen, 

{AXf+{2A + AXf = 2(ailf)^ + 2(il^+B0, 

oder endlich: 

1. {AXf + 2A.AX^ (aify+B*— J\ 
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Eben so findet mau für deu Halbmesser a'üf, welcher der conjagirteit Hy- 
perbel angehört nud mittelst der Absehniae A'X% B'X' der Axe A'B' 
und der Bremipuncte C\ D' ganz aaf ähnliehe Weise, wie aM mittelst 
AXy BX und der Brenupunete C> D construirt ist: 

2- {AXy^2B.AX' = (a'if)' + ^'— ir. 
Aus (1.) und (2.) ergiebt sich demnach 

(^AXf'^2A.ÄX—{AXJ-2B.A'X = (ailf)^— (fl^Jlf)^ + 2(»^— .t^). 
Da aber MX':=:zB\^A'X' ^MX^A'\'AX ist, no bat man auch 

{AXf^2A.AX—{A'XT-'2B.A'X! = IT— ^1* 
und die vorige Gleichung giebt also 

woraus bekanntlich folgt« dafs a^M der suigeordnete Halbmesser von aM hU 
Liegt X in einem der Bremipuncte C^ Dj so liegt X^ in einem der 
Brenupunete C\ D' der conjugirten Hyperbel. 

IV. Zieht man von irg^^d einem Puncfe E (Fig. 3.) mner El^ 
Kpse durch ihre beiden Brennpuncte C, D gerade Linien, und schneidet 
man auf beiden, von dem beliebig angenommenen Pancte E aus (nach den 
Brennpuncten hin) zwei Stücke , beziehlich EF, ED, gleich der halben 
grofsen Axe der Ellipse ab, so liegen die Endpuncte F, G dieser Stücke 
auf einem Durckmesser, welcher dem vom Mittelpuncte M der Ellipse 
nach Jenem Puncte gezogenen Durchmesser ME zugeordnet ist. 

V. Zieht man von den Brennpuncten C, D (Fig. 4.) einer Ekf^ 
perbel nach irgend einetn Puncte E, auf einem Zweige derselben , etwa 
auf denjenigen, welcher den Brennpunct C umschulst, zwei LeitstraA-- 
len, und verlängert den kürzern Leitsfrahl CE um ein Stück EF, gleich 
der halben Haupt -^ Axe der Hgperbel, schneidet dagegen auf dem andern^ 
langem Leitstrahle ED ein Stück EG von derselben Länge ab, so Ue- 
gen die Endpuncte F, G dieser Stücke stets auf einem Durchmesser, 
welcher dem vom Mittelpuncte M der Hyperbel nach jenem Puncte ge-- 
zogenen Durchmesser ME zugeordnet ist. 

Beweis su IV* und V. Bezeichnet.^ die halbe grofse Axe der 
Ellipse, so ist, wenn der Punct E (Fig. 3.) etwa mit C auf derselben Seite 
der kleinen Axe Kegt, EF=iA>EC, also CFz=iEF—EC=^A^EC, 
und DG^ED^EG=^ED-^A, oder, da bekaunüich ED=s2A—EC 
ist, &D=zA--EC, mithin CF=^DG. Bezeichnet eben so A die halbe 
Haupt- Axe der Hyperbel, so ist (Fig. 4.) CF=EC^EP=z EC+A 
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und DG ^ ED— EG ^ED—A^ oder, da nun £D ?= EC^^lA ist, 
DG ^EC^A, inUbia auch nun CF^DG. In beiden F&llen ist aber, 
aufserdem, dafs EF^ss^EG ist, noch CMs=:MD, mithin findet in beiden 
die Gleichung statt: 

CM.DG.EF = MD.EG.CF, 
woraus bekanntlich folgt, dafs die Puncto F, G mit M in gerader Linie 
also auf einem Durchmesser liegen. Da£s aber dieser Durchmesser dem 
Durehmesser ME zugeordnet ist, ergiebt sieh auf der Stelle, wenn man 
nur die Halbirungliuie EH des Winkels EFG zieht, indem diese Linie in 
beiden Fällen bekanntlich eine Normale an die Curven ist und auf der 
Grundlinie FG des gleichschenkligen Dreiecks FEG senkrecht steht, woraus 
von selbst folgt, daCs FG mit der Taugetite in E parallel ist, also die 
Richtung des zugeordneten Durchmessers von EIM bat. 

Beide Sätze lassen sich übrigens auch anders ausdrücken und etwa 
auf folgende Weise in Einen zusammenfassen : 

„Bewegt sich ein gleichschenkliges Dreieck EFG, dessen Sehen« 
^^kel BF, EG constant sind, so, dals seine drei Seiten oder deren Yer- 
^, längeruugen beständig durch die Endpuncte C, D und den Ualbirungspunct 
„ Jf einer Geraden CD und zwar die Grundlinie FG stets durch den letz«» 
„ tern Punct M gehen , so beschreibt die Spitze E des Dreiecks eine EU 
„lipse oder eine Hyperbel, je nachdem die constante Länge des Schenkels 
„gröfser oder kleiner als die Hälfte CM der Geraden ist In beiden Cur« 
„ven sind die Endpuncte C, D die Brennpuncte., der Halbirungspunct M 
„ natürlich der Mittelpunct und die constante Länge des Schenkels ist gleich 
„der halben grofsen oder der halben Haupte- Axe; endlich liegt die Grund* 
„linie FG stets auf einem Durchmesser, welcher dem vom Mittelpunct M 
„nach der Spitze gezogenen Durchmesser zugeordnet ist.'* 

(Die andere Aussage, welche dem Satze V. im XV. Bande S. 373 
auch gegeben ist, ist daher nicht völUg genau, indem offenbar nicht für 
jede constante Länge des Schenkels^ sondern nur in dem eben näher be- 
zeichneten Falle die Curve, weiche von der Spitze beschrieben wird, eine 
Hyperbel ist.) 

Fiir die gl^chnamiffen sphärkchen Kegelschnitte gelten den obigen 
ganz analoge Sätze, welche nur darin f^on jenen abweichen, dafs die 
sphärische Gerade FGM die Tangente in dem beiiebig auf dem Kegeln 
schnitte angenommenen Pvncfe E in zweien Puncien trifft 9 welche um 



— '— 



tS. Ueinun, über ettüge Satze de$ Herrn Prof^ Steiner^ S85 

90^ von E abstehen, al$o nur, wenn E m ^nem der Scheitet liegt, auf 
^n EM zHjfeoräneten Durehmeseer fSlltn 

Der Beweis ergiebt irich theilEr «u« der Bedingongsgreichung; 
mnCM mDG.BinEF sst nin MD. am EG. sin CF^ 
treidle^ weil man wieder iir beiden Fallen DG^ssCF hat^ offenbar er- 
WM ist, und bekaimtlieh anzeigt, dafe die Piinete F, 6 mit M m dersel-- 
ben sphärischen Geraden Hegen, (heile daraus, dafs der Darehmesser FGM 
und die Tangente in I? auf der Halbirungslinie EU des Winkels FEG, 
welche wieder efaie Normale an den Keeelsdinitt ist. senkrecht et^en* 



Lehrsätze (Bd XYL S.90. No« 1& h IL IIL IV. und No. 26.). 

h Wird eine unbegrenzte primnaüeche (oder ejfßndrische} Säule 
vcn beliebigen Ebenen, welche nicht mit den KmUen dereelben parallel 
sind, geschnitten, so Uegen die Schwerpuncte der Flächen der Durchs 
Schnittsfiguren alle in einer bestimmten Geraden, welche den Kanten der 
Säule parallel ist. 

Beweis» Betrachten wir zunächst ehi dreiseitiges Prisma, dessen 
Grundflächen ABC und A'B'C heifsen mögen. Geboren nun BC und B'C 
als Randkanten derselben Seitenffäcfae an, und ist m die Mitte von BC, 
m' die Mitte von J9'C, so ist die Linie mm' offenbar der Seitenkante AA^ 
parallel Nun liegt der Sdiwerpunct s des Dreiecks ABC bekanntlich 
auf der Linie Am, in einer Bntremung von m, welche gleich ^Am ist, 
und der Schwerpnnet }/ von A'B'C auf der entsprechenden Linie Am^, 
in einer Entfernung von m\ welche gleich ^A'm^ istf verbindet man also 
diese beiden Sefawerpuncte durch eine gerade Linie» so ist dieselbe^ nach 
einem bekannten Satv^e^ der Kante AA^ ebenfalls parallel, oder, mit andern 
Worten: der Schwerpunet s' von AB'C liegt fortwährend, welche Lage 
audh AB'C* gegra ABC haben möge, auf einer durch den Schwerpunet s 
von ABC mit den Kanten AA*, BB', CC parallel gezogenen Geraden. 

Hat die prismatische Säule aber eine beliebige Anzahl von SeiteiH 
flachen und bezeichnen A, B, C, D, .... N Aie Eckpuncte eines auf der 
Btefalung der Seitenkanten senkrechten Schnittes, A*, B', O, D', .... lÜ' 
die bezichlich zu deuselben Seitenkanten gehörenden Eckpuncte irgend 
eines andern Sohnities, welcher gegen jenen unter einem beliebigen Win- 
kel a geneigt ist, so denke man sich beide Ourchsofanittsügureu durch ent- 
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8preclie»de Diagonalen in lauter Dreiecke zerlegt, deren Inhalte beziehlich 
mit ajt^ ßij (h n.s* Wm nnd mit Hj, o^, i^ u.B.Yr. bezeichnet -sein jn5gen. 
Vergleicht man nun die Lage der Schwerpnncte des senkrechten Schnittes 
ABCD....N=iS nud seiuer einzelneu Dreiecke, von den Inhalten a^^ a^^ 
Ol u. fi. Wm so wie des beliebigen Schnittes A^B'OD'....N' ^=s, S' und sei- 
uer eiozelnen Dreiecke, voq den Inhalten a^ d^^ a\ u. s.w., gegen irgend 
zwei aueinanderstofseude Seitenflächen der prismatischen Säule, und be- 
zeichnet ihre senkrechten Abstände von denselben entsprechend mit X, 
^19 ^ly ^s n. s. w. uod Y, yi, ^29 ^3 u- s. w*, so wie mit X\ x\^ x^j 
w's u. s. w. und Y^j y\^ y,^ y^ u.s.w., so hat man bekanntlich fiQr den 
Schnitt ABCD....N die beiden Gleichungeu: 

Ä. Fc= «i.yi + a2.r2 + «3-r3 + --M 
und fiir den Schnitt A'B'C'U'...sN': 

8\Y' = al.yl + fl2-yi + «3.y'3 + -- 
MuUIplicirt mau jede der beiden letzten Gleichungen mit cosa und be- 
achtet, dafs iS^cosa = S^ a\.cosa =siii9 <4«cosa= aa, o^.cosa s= a^ 
u. s« w. ist^ und, dafs nach dem oben Bewiesenen die Schwerpnncte je 
zweier sich entsprechender Dreiecke in den beiden Durchsehnittsfiguren 
auf geraden Linien liegen^ welche den Kanten, mithin auch den Seiten- 
flächen der prismatischen Säule parallel sind, dafs folglich x[=iXij y[=:y^^ 
X2 = X2j y2 = y2 9 ^3^=^39 X 3 = J 3 «•S.W. Ist^ SO ergicbt sich aus der 
Vergleichung der letztern Gleichungen mit den erstem sofort, dafs auch 
stets X^ s= Xj Y' = Y ist. Mithin liegt der Schwerpunct des Schnittes 
AB'C'D'....'N'^ wie auch der Winkel a beschafien sein möge, immer auf 
einer und derselben den Seitenkanten parallelen Linie^ 

Diese Gerade wollen wir, nach dem Vorgänge des Herrn Prof. 
Steiner, „die barycentrische Axe" der prismatischen Säule nennen. 

II. Der Inhalt Jedes beliebigen, schief oder parallel abgeschnitten 
nen Prismas (oder CyÜnders) isi gleich : 

1. deni Producte aus einem beliebigen, auf der Richtung der Seüenm 
kanten senkrechten Schnitte in die Länge der bargcentrischen Axe 
des Pristnas; oder gleich 

2. defn Producte aus einer Jeden der beiden Grund/lachen in das vom 
Schwerpnncte der anderen auf me gefällte PerpendikeL 
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Beweis zu 1. Es seien A'BV'D\...N und A'B''C"D'\...N'' 
die beiden Grundfläcben irgend eines Prismas, s^ der Schwerpuuct der einen 
und s^* der Schwerpunct der anderen Grundfläche, also s^s'^ die Lange 
der barycentriscben Axe. üer auf der Riebtung der Kanten senkrecbt 
siebende Sebnitt ABCD....N sei, um die Ideen zu fixiren, so angenoro- 
oieu, dafs das ganze Prisma auf einer Seite desselben und er selbst der 
Gruudflacbe A'B*OD'....N' zunächst liege. Denkt man sich nun diesen 
Schnitt ABCD....N =i S durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt, deren 
Inhalte mit ii|, a^, a^ u. s. w. bezeichnet sein mögen, und durch diese Dia- 
gonalen und die anstofsenden Seitenkanten der Säule Ebenen gelegt, so 
werden hierdurch auch die beiden Grundflächen A'B'C'D\...N' und A\ 
B'\ C'\ D*\ .... iV^' des Prismas in Dreiecke und die gesammte Säule 
wird in dreiseitige Säulen zerlegt. Bekanntlich ist aber der InhaU einer jeden 
begrenzten dreiseitigen Säule gleich dem Producte einer ihrer Grundflächen 
in den dritten Theil der Summe der von den Eckpuncten der anderen 
Grundfläche auf sie gefällten Perpendikel, oder auch in das vom Schwer- 
puncte der anderen auf sie gefällte Perpendikel, da der Schwerpunct eines 
Dreiecks mit dem Scbwerpuncte seiner drei Spitzen zusammenlallt. Be- 
zeichnen also Z\ z[j %\^ z\ u. s. w. die vom Scbwerpuncte 9' der Grund- 
fläche A'B'C'D'.,..N' und den Schwerpuncten ihrer einzelnen Dreiecke, 
und eben so Z'\ Zgy c, , z'^ u. s. w. die vom Scbwerpuncte s^^ der Grund- 
fläche B"B''C''D'' iV'' und den Schwerpuncten ihrer einzeben Drei- 
ecke auf den senkrechten Schnitt ABCD....N gefällten Perpendikel, so 
hat mau für den Inhalt I'* der gröfseren prismatischen Säule, welche 
ABCD....N und A''B'*C"D'\...N'' zu Grundflächen hat: 

und fi}r den Inhalt r der kleineren prismatischen Säule, welche zwischen 
ASCD....N und AB'aD\...TÜ' liegt: 

Bekanntlich ist aber 

und 

Äf.Z' =s ai^Ä^i -J- 02.2:2 "i*^3*^3 "H ••••? 
mithin ist der Inhalt / des zwischen A'B'C'D'....N' und A"B"C"D"...,K" 
enthaltenen Prismas a» l'—l' » 8{Z"'-Z')^ oder, da der Schnitt 
ABCD ,,,»N auch auf der barycentrischen Axe senkrecht steht, also 

Cnüa*« Jonnal d. M. Ba. XXIU. Hft. 4. 98 
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Z^' — Z^ss $^8*^ ist, s S.8^s^\ also, wie behauptet wurde, gleich deoi 
seokrecbten Schnitte, moltiplicirt mit der L&oge der barycentriscfaen Axe. 

Es folgt hieraus von selbst, dab „ wenn man in der barycentrisctiea 
Axe einer prismatischen Säule irf^end zwei Puncto annimmt, und durch 
jeden derselben eine Ebene legt, welche die Säule und ihre Kanten schnei-* 
det, so dafs ein schief oder parallel abgeschnittenes Prisma entsteht, dieses 
Prisma immer den nämlichen Inhalt habe, welche Lage man auch den schnei- 
deuden Ebenen geben mag, wenn dieselben nur stets durch jene beiden 
festen Puncto geben.** 

Beweis zu t. Nennt man den Winkel^ welchen z.B. die Grund- 
fläche AB'OD\...N^ ^=^ S* mit einem auf der barycentriscben Axe senk- 
rechten Schnitt i9 macht, o, so ist bekanntlich 8'. cos a — ^, und man über- 
zeugt sich auch leicht, dafs, wenn p die Länge des von dem Schwerpnncte 
8" der anderen Grundfläche auf Ä\B'.O.D'....Ii' gefällten Perpendikels 

bezeichnet, stets 8*8'^ = — ^ sei. Substituirt man die Werthe von fif und 

H'e'^ in die obige Formel /== 8.8^8'% so geht sie in l:s 8\p fiber, oder 
es ist „der Inhalt eines beliebigen Prismas gleich dem Producte einer je- 
den seiner Grundflächen in das vom Schwerpuucle der anderen auf sie 
gefällte Perpendikel.'' 

Dafs „der Inhalt einer Grundfläche (oder irgend eines Schnittes) 
um so kleiner sei, je mehr der Neigungswinkel der barycentrischeo Axe 
gegen dieselbe sich einem rechten nähert,'' labt sich allerdings, wie Bd. X VI. 
S. 90 angeführt wird , aus dem letztern Satze oder der Formel i ss S'.p 
leicht herleiten, indem, wenn man sich die Grundfläche um ihren Schwer» 
puuct beliebig gedreht denkt, I, wie oben bemerkt worden, unveränderlich 
bleibt, dagegen p offenbar um so gröfser wird, je mehr der Winkel der 
barycentrischen Axe gegen diese Fläche sich einem rechten nähert, möchte 
aber wohl einfacher als eine unmittelbare Folgerung der bekannten Rela- 
tion 8t=z8\co9a angesehen werden können. 

Es mag nicht unpassend sein, wenn wir hier dem Satze L einen 
andern anscbliefsen^ welcher sich ganz analog ausdrucken läfst, nämlich: 

III. Die convexe Oberfläche emee beliebigen, echief oder panüM 

dbge8chmltenen Pristnae (oder Qflinder8) ist gldch dem Producte eemee 

Ihnfanges in He Länge einer durch den 8chwerpunct dee Umfanges, $nii 

Jener Axe parallel gezogenen und von den beiden Grünflächen begrenz^ 

ten Geraden. 
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Der Inhalt einer jeden einzelnen Seitenflache des Priraias ist nam* 
lieh, als der eines Trapezes, gleich dem Producte der aof ihr liegenden 
Seite jenes senkrechten Schnittes in die Länge der geraden Linie, welche 
darch die Mitte oder den Schwerpunct dieser Seite mit den Seitenkauten 
oder der barjceiitrischen Axe parallel gezogen und von den Bandkanten 
begrenzt wird. Die gesammte convexe Fläche ist also gleich der Summe 
aOer so gebildeter Producte, oder, wie man leicht einsieht, gleich dem Um- 
fange des ganzen Schnittes in die Länge der durch den Schwerpunct die^ 
ses Umfanges mit der barycentrischen Axe parallel gezogenen und von den 
Groudfläcben begrenzten Geraden. 

IV» Sind von einem heüehigen Prisma (oder CyÜnder') die eine 
Grundfläche, die hage der SeiUnflächen, oder die Richtung der Längen^ 
kanten und der Körper ^ Inhalt gegeben, eo ist die Gröfie und Lage der 
anderen Grundfläche zwar unbestimmt, aber in allen ihren unzähligen 
verschiedenen Lagen geht sie stets durch einen und denselben bestimmten 
Pumct, welcher zugleich ihr Schwerpunct ist und auf der bargcentrischen 
Axe des Prismas liegt 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von L und II. Denn nach I. 
li^ der Schwerpunct der veränderlichen Grundfläche stets auf der bary- 
centrischen Axe, deren Lage ofienbar durch die feste Grundfläche und die 
Biditung der Seitenkanten vollkommen bestimmt ist; und nach 11. bleibt 
auob, wenn der Inhalt i und die Grundfläche iS^^ sich. nicht ändern^ p oder 
die Entfernung des Scfawerpunctes der veränderlichen GriHidfläche von der 
Ersten, fortwährend dieselbe. 

Wie man die obigen Sätze L II. III. IV. , welche fir Prismen von 
einer beliebigen Anzahl von Seitenflächen gelten , auf CyKnder ausdehnen 
könne, ist bekannt, und bedarf hier keiner weiteren Erörterung. 

V. Wenn die Grundfläche einer Pyramide der Form und Grö/ie 
mach, und wenn die Summe der an der Spitze Uegenden Kanten gegeben 
ist, so ist ihr Inhalt dann ein Maximum, wenn Jede durch die Spitze 
der Grundfläche parallel gezogene Gerade mit Jenen Kanten Winkel o, 0, 
7, .... bildet, für welche stets dieGleickung cosa+<^8ß + ^^^7 + ***«=^0 
statt findet 

Beweis. Es sei P die Spitze einer beliebigen Pyramide, ABCD....N 
ihre Grundfläche und jS die Summe aller an der Spitze liegenden Kanten 
derselben. Nimmt man nun die Grundfläche ab die Ebene der XY eines 

88* 
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rechtwinkligen Coordinaten - Syslems an nnd bezeichnet die Coordinaten 
der Spitze P mit x, y, z, die Ordinaten und Abscissen der Eckpancte der 
Grandfläche mit yi^ x^ y^y x^^ y^y x^j y^^ x^ n. s« w.^ 90 mofs, damit der 
Inhalt ein Maximum sei, z offenbar ein Maximom werden. Es ist aber: 

+ yr((x'-x,y + (y — y,y+z)+.... « Ä 
Differenzirt man diese Gleichung in Bezug auf x und z, so wie in Bezug 
anf y und z, so erhält man: 



X — s 



1 I ^ """ ^% I X ■■■• X^ _ I ff ^ I '^ I *^ I ^ I I 



PA 

Setzt man also ^ und ^ssO, wie das Maximum von er bekanntlich ver- 
langt, so ergiebt sich: 

PJ + Pß ^ PC -r«—e=u, 

Da jede dieser Gleichungen för jede Lage der Axen statt findet, so ist 
das Maximum durch eine derselben offenbar vollständig characterisirt Die 
erstere aber bezeichnet nichts anders, als dafs die Summe der Cosinus der 
Winkel, welche die Kanten PA^ PB^ PC, ...* mit einer beliebigen (als 
Axe der X hier angenommeneu ) Geraden in der Ebene der Grundfläche, 
also auch mit jeder durch die Spitze der Grundfläche parallel gezogenen 
Geraden bildet, ^s sei. 

Cleve, den 29. Nov. 1836, 
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14. 

Theorie der Modular- Functionen und der Modular- 

Integrale. 

(Von Herrn Prof Dr« Gudermann la Müoster. ) 

(Fortsetzung der Abbandlong No. 1. im liten, No. 10. im 2ten, No.16. im 3ten, No. 21. im 4ten Hefte 

des aehtzelmten, No. 2. im Itten, No.8. im 2teii« No. 12. im 3ten Hefte des neunzehnten, No. 9. im 

Isten Hefte» No. 12. im 2ten Hefte zwanzigsten and No. 15. im 3ten Hefte dn and zwanzigsten Bandes.) 



Siebsehoter Abachnitt 

$. 223. 

^ra-, wenn B die Form 

^+Äjr?»+Cjr* hat, 

y"* dx 

V^(m* ±Jlmn y jr* +it* x^y ' 

Verstehen wir unter m und n beliebige positive, also unter n^ und n* 
ebenfalls positive Zahlen , so kann R eine von den Formen haben; 

Ä = m^ + 2tiin7a?^ + n'a?* fflr 7<I, 
Ä= m' — 2mn7ar^ + n^a?* för y>t, 
JB CS m^ + 2mn7jc*+n^a?* für 7>ly 
Ää m' + 2fiin7ar* — n'x* für y^O, 

Ä = — m^ + 2iiin7jr*4-n^ar* für y^Ü, 
Ä = — iii^ + 2mn7JF^ — n^a:* för 7> !• 
Der zweite Fall gestattet noch eine Unter- Abtheilung, wie wir 

nachher sehen werden, je nachdem <C 1 oder >» 1 ist, so daCs es 

also sieben von einander zu unterscheidende Fälle der Integration giebt^ 
welche wir der Reihe nach in Betracht ziehen werden. 
Befassen wir uns zunächst mit der Integration 

bx 



=/v 



unter der Voraussetzung, dafs im Ausdrucke R = w? ^1n%n^x^ '\r^^^ 
die absolute Gröfse von 7 << 1 ist , dafs übrigens 7 positiv oder auch ne- 
gativ sein dürfe. Unter dieser Voraussetzung kann /S nicht in zwei reelle 
quadratische Factoren von der Form a + ßx^ und a' + ß'jt' zerlegt wer- 
den. Stellen wir den Ausdruck zunächst also dar: 



»■=m 



^/,/(.+i../;.+^,.) ' 
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/* 2dl 

und erinnero wir mis^ dafs dem S« 47. gemäb « ^=^J Y'dA^^ikf^ — Jk*i<* 4- <0 

ist« weDn /s=Vj— 5 cesetet wird, so werden wir 1 + — 7«^H — ;«^ 

Bit l+2(*'^— *^)«*+<» identificircQ; hieraas folgt — = /«, also x±=^t]l~ 

www 9§ 

und -7** « (*«—*»)<» = (1 —2*')/», oder y « 1—2*», Bx « ö/V* , 

•'^ *y==v75^-VTHF2^^ und da für n^O 

IssjpssO ist, so folgt 
. _ \.u 
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f. dpa= V— .Vri ssV— tanglamff = V — .-— = V— •¥-r » 

8. kf=^i^ und Ä'^j/ii^. 

Tertanscht man 7 mit -—7, so bleibt der Modul reell; es vertauscht sich 
nur k mit V. 

Far nsO ist dPssO und y = 0; für ff siC ist ars ^^ nnd 

YzsiJ^—\VlTUts2Kiatx = \miAy=^r7^—.. Setzt man 7 ss cos 21 

^ y{fnny ^ ^ y{mn) • ^^ 

so ist ftssinO und if» cosÖ. Ist das Integral y = § ^, : , n > . ^ ^v 

gegeben 9 so hat man nur ÜT— n f&r n zu setzen. 

Zusatz» In manchen Fallen ist es zweekroäfsig, 2tf fär ff zu 
setzen« Man hat dann 

ff ^ i/m . j ^ i/m an II 

ys=s ^, - , und a?s=a V— »toffduifss: V— . • 

und die Bestimmungen des Moduls sind wieder k =? ^-^ und kf ss r ''^ * 

8. 284. 

y* da? 

Soll ytssj—^ integrirt werden nnd i9t im Ausdrucke 

die Gröfse 7 positiv und zwar > 1 , so roQssen zwei Fälle unterschieden 
werden, je nachdem < 1 oder >* 1 ist 
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Ausdrucke 



dr 



yr — j^j JJ*i*\" ^'^ Wuraelgrö&e mit dem Nenner im Aoodracke 

^ = *r* und *'(l+*') = ~7-*', «bo ii^«7? 
lüenu» folgt aber durch AefUteong: 

3. r « l/— .«. 

Dieseo Formeln gemäta ist Ar »«=0, d?=sO and x^^^» ffir «s=X iai 
x=: l/— nnd y=: l^— .IC, nndför u^lK ist ar=0 nnd y^}l~.VSL 

Soll >* abnehmen beim Wadisen von x, so hat man nur K—u fflr ii zo 
aetMB. Man beachte auch, dafa y ^^^ *^ 2^T *^"^ ^'^~ ~ 2VT* ^'^^ 

t. bt zwrii4m^ ^ly w erinnere man aich, da(a man^ wenn 

die Werthe von t, von < s l an, wachsen ohne finde. 
Vergleichen wir nun mit der Formel 

nnd setzen zu dem Ende —- = y und ^ ■ <* ss^y.ar^^ bq erbal« 

(en wir *=|/(^-^ «^=1^^.^^. »ko r-l^Si^-*«. oder y« 
]/JL.u, und -4ir-=^79 daher haben wir mm wieder 



304 i4, Gudermann, Theorie der Mod,- Funet, und der Mod,-I»tegr, §. 224. 

1. Ä = y^^r(y'— 1), 

' v#*/ gncu ' 

Es ist aber för ii = 0, a? = y^, y = 0} für u s= Ä ist ;r = ^ and 

^ ^ mn 

Zusatz. Will man einen gröfseren Modal k mit einem gröfseren 
Argumente u dem $• 51. gemäfis einfahren , so bat man in den drei For- 

mein des ersten Falles kf statt ^^jp zu setzen, und also 

1. »-»i/'-ii. ""i.' 



so, dafs mao, wenn man den Modul nicht weiter äudert, aber 2 tf statt u setzt, 
d? = V— •^sntisnctf und y =s [/ — .Ati. oder 

X = V-Trr-A'Sntt.snc« und y =» y — ____.. n 

erhält. 

Will man aueb im zweiten Falle, wo > 1 ist statt des frube* 

ren Moduls einen gröfseren setzen, so hat man, wenn er wieder mit k be- 
zeichnet wird, ebenfalls 

y •^i»ii*2 "" *^m»(l + y)'2' 

80 da(s man, wenn mau auch nun 2 ti statt u setzt, ohne den Modul ksss]/ --^ 
zu verändern, 



erhalt« 




i 



Siebzehnter Abteknitt, §. 22S. 806 

$. 225. 

Die Integration y =' /r^^.^2n,i".x*^n*x*) «» ^ > «• 

Die vorgelegte lategration bezieht sieb daranf, dafs fSr < s= tnu, 



so setzen wir 



^x^ = k',f nnd ^7*' = (1+*")^. 



m »» 






Bieraus folgt x=z]/^,e, also dxz= ]/^,dt, folgUeh 

V _ i/Ji /: ^ 

' ~ 'm« •yV(l+ (!+*'»)<» +*'»«*)' 

Ferner baben wir 
und 

Diesen Formeln gemäCs ist fQr iisO auch orssO und ys^O; aber för 
•i = jK: ist a? = * und y= }/(j^).jK: 

Will man statt des früheren Moduls k, dem $. 51. gemftCsr, den nächst 
kleineren einfahren und ihn wieder mit k bes&eichnen, so hat man 

_ Jtn^ hfUkU ^^ wm cncu |/m J i—mc2u 

^ "■ 1^ »" • dnti "~ V f^ • enu »^ » *'^l + »nc2i« ^ 



OdTei JovnuL d. M. Bd. XXDL HfU 4 89 



306 i4, öudermann, Theorie der Mod.' Fund, und det Med. 'Inlegr» §.226. 

S. 226. 

Die Integftiou ^ = /^(^.^2 /„%._„» ^.) ß^ ^^0. 

Setzt man *= cocti, so ist «= y^(t/,+(t,_ft«) 7ri:Ä«ir) 0^«"^ 

ist 9 80 wird man 

setzen, also a?ssy(^j.f ond öa?= r(^)-^'> luithin 



i^c».)/^(.^*-i:;,._^_,.)- 



Da aafserdem 



*-(?)' 



ist, so findet man 



w- ,(|) 



^=:/(l + f)-7, oder | = v^(l+f)+7» 
also 

1. Ä«/^±Zsfel „od Ä' = /^^Il^fSI * 

8. y =5 Vir—).« = -r .t». 

istför tfesOaucha^sssO andy-sO; för « s=i£ aber ist x=i]/~ 
und y«l/(^.K/ för ar = 2Ä: ist ar = und y^]/(^),2K. 




j 
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S. 2S7. 

Die Integration r = /ttt r-rs — ^^ ^ i % ^> Kr y ^ 0. 

** "^ t/ y (—m»+2mny •«•+''* ) ^ 

Nach S. 17. ist| wenn / = €n^tis= gesetzt wird, 

and da ys=s — ,/-7- jr — ^^ ^ — - ist, so wird man setzen: 

woraus a? = ]/(^^ . ^ folgt, also dx==^]/{^).et, folglich y=l/(^).Ä« 

und 

— ** — ^* 

also 

X = /'(l + f)-y oder A = yr(i+^^)+Y. 
Daraus folgt: 

3. y = ]/m.u ^ /^^ .u. 

For t« SS bat man also x =: V^(^) und y = 0; für u ss £ hat man 
aber ars=i und y^]/(^.Kß filr tt = 2JK:bat man a? = ~V'5!|.' „nd 

Anmerkung. Setzt man inj. S26. und $. 887. ys=— 00(289 seist 
ib = sinS und k' sss cosO| also j^ = tangd. 



39« 
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$. 228. 
Die Infgriion r -- /y^f^^ „, ^^ll r '* - n* ^*) ««r /> L 

dt 



Wird ^ssdncu gesetzt, so ist k'du=: 



^(_.+(i+p.,._<i) 

and da oyss — tt 5 ;— j- ist, so wird man setzen: 

-v(-'+^---'^) 

V-* =*^J— ' and — = p-. 
Hieraus folgt xz=i]/{^),t, a«=l/(-^).a; und 

-1- 1/ 2 2ir*' ,/ 2 2V*' ,/r— 1 1—*' j 

Hiernach ist fiar « =s die Gröfse x =s V(^) and y sr 0; für « a JC ist 
x^}/{^) nnd y==[/Q.Jf und för * = 2ä: ist x = j/(^) uod 

Will man statt des frfiheren Moduls, dem 8. 51. gemafs, den nächst 
kleineren einfiöbreni und ihn yneder durch k, das neue Argument aber 
wieder durch u besbeichuen, so hat man 



k — l/^— 1 *' = l/-A. 

•' ' mn ' i»n(y+l) 



Siebzehnter Abschnitt. $. 229. 809 

S. 299. 

Dia Integration von y =s /zy^-nt wenn R eine biquadratitche Form mit vier imaginären 

Factoren vom ersten Grade in Ansehong von x ist 

bt ^y^=^Y^ zu integriren und iat R=^0 eine biquadratische Glei*- 

draug mit vier imaginären Wurzeln, so kann R jedenfalls dargestellt wer- 
den als ein Product von zwei quadratischen Formen 

BO dafs a, b, c, a'^ b% & reell sind. Die Gleichung a^lbrnJ^cot?^ =s 
giebt zwei imaginäre Wurzeln und a''\'2bx''\^cf x^^=i(i die beiden anderen« 
Wir betrachten beide quadratische Formen als positiv; denn wäre 
die eine positiv und die andere negativ, so wäre yfR imaginär. 

Wird a+2Äa? + c?a?^ = gesetzt, so erhält man x = =l*i^i!3*!rJi£>^ 

und beide Wurzeln sind imaginär, wenn ac — V positiv ist; aus demselben 
Grunde mufs a*d — b*^ positir sein. Wir setzen also 

9. m^ n= ac^Vy m'^ = a'c'^b'^. 

Da a + 2ft^ + ca^^=-^ ?+*^>^+^'^' = <^^+f+^V ist, so ist, 

da die Zähler dieser Brüche positiv sind, a^lbx^cao^ nur dann positiv, 
wenn a und c positiv sind; aus demselben Grunde müssen a' und c^ po- 
sitiv sein« Von den sechs Gröisen o, by r, a'^ b', & dürfen also nur b und 
V als positiv oder negativ angesehen werden; die vier übrigen Gröisen 
sind immer positiv. 

Setzen wir 

80 hat man rückwärts zur Bestimmung von x die unrein - quadratische 
Gleichung 

und setzt man zur Abkärzung 

V = (ft— ftV)«—(a— a'»^)(c--cV), 
•0 babeo wir, darcb Auflösang, 

_ -.{h—h '.v*)±Vr a--Vi>* 
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also (c — c'v'^)x + (b — b^v^) = ±^V, oder auch b-^cx — (ft'-J-c'j?)r's=s 
+ ^ F. Das eine von den beiden Vorzeichen + bezieht sich auf die eine^ 
das andere auf die andere Wurzel der Gleichung (4). Wir werden un« 
ter X im Nachfolgenden diejenige Wurzel verstehen, für weiche ^V das 
Vorzeichen -|- hat, so dafs also 

bJ^cx-^(b' + c'x)v^ = v^r 
ist. Differenziiren wir die Gleichung {a'+2b^x + c'x'')v^=z a^2bx + cx\ 
so erhalten wir 

{b' + c'x)v^dx + {a' + 2b'x + c'x^)v.dv =5 (b + ex)dxy 

oder 

(b + cx—(b' + c'x)v')dx = dv.y^R, 

also 

öor./'F = dv.^R, oder y^ = yy^ 

und also 

6. y=/5^. 

Das vorgelegte Diflferenzial ist also nun in ein äbnlichefir, aber ein- 
facheres umgeformt worden; und da nun der Ausdruck V nur die zweite 
und vierte Potenz von v enthält, so kann das Integral nach den früheren 
Bestimmungen gefunden werden« 

%. 830. 
Entwickeln wir den Ausdruck V, so erhalten wir 

V == — m' + (Är'+ca'— 2**0»'— »»''«?*^ 

oder 

V = — m' + 2mm'7.r^ — »i'^t?*, 

wenn wir zur Vereinfachung setzen: 

2mm'y ä ae' + ca^'-2bb^, 
und also 



1 ~ uc' + ea'—i bb' 



tl»w = l/— .- oder 



Dem $.228. gemäfs finden wir nun sogleich die folgenden Formeln : 

fmk' 1 
m 



2. 
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^ iÄ'saY— /"(f-l), also *=/-((2/(y-l)).('y~»^(/— 1))) 

Vertaascht man die beiden quadratischen Formen a-f-2(ar-f^^ 
und 0^4-2^'^+^'^' niit einander, also a mit a', b mit 6^ c mit c^> folg- 
lich auch m mit m', so bleibt 7 und folglich auch k* uugeäudert, aber u 
wird, den Formeln (S.) gemäfs, dadurch mit £— fi vertauscht. 

Man findet eigentlich dy^sz+yl — }\*Su, nnd wir haben dy=: 

+ r — 7 gwchrieben, unter der Voraussetzung, dafs beim Wachsen von u 
auch y und o? wächst Es lassen sich in der That diese Bedingungen mit 
einander vereinigen. Da -^>dnc^ii =s ^ f ii^ yontrsO an wach- 

seu soll, so mub das Differenzial-Verhältnifs ^~ positiv sein, wenn wir 
« = ^+2^1^^ setzen } wir finden aber 

*'djF ~" " {a'-\-'Zb'x +&£*)* 

baf—aV'\-{ca'—a&)x+{cb'—b&)x* . 

{af-\-2b'X'\-&x*)* * 

and soll dieser Bruch positiv sein, so uiafs 

ha! —ab' '\-{ca''-a&)X'\-{ch'—bc')!c' 

positiv sein. Wir werden bald nachher einen einfacheren Ausdruck der 
Bedingung finden, unter welcher die drei Gröfsen x, y und u gleichzeitig 

wachsen und abnehmen, ün du= j/(!?^').ay = |/(^).^iat, so er- 
halten wir 

dntf du — *i*o^ _ medx __ Vi»/ 

*" a+2bx+cx* ■* Ccx+6)« + f»» "" ^ ./ gx+ft y' 

Das Integral dieser Gleichung ist 

5. amii t= arc taug (^^^) + a, 

wenn man durch a die Oonstante der Integration bezeichnet. Setzt man fer« 
ner A gleich dem Werthe von x, fär welchen ti =s 0, und B gleich dem 
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Werthe von x, for welchen u=zK ist, so haben wir die Formeln 

tanga =: — •- oud co(a s= ^ "^ > 

woraus rflckwarts folgt; 

— A — mianff« n — 6+moota 



c e 

leiten wir J7 — Jls: — (cota-|-iAnga) ab, oder auch 

2m 



r8m2a 

Hiernach wächst also x wirklich, wenn es positiv und ^ \it ist, oder zwi- 
schen den Grenzen und \7r enthalten ist, und wird B sogar unendliob, 

und A = 1 wenn ä = ist. 

c 

Multiplicirt man die Formel für dnctf mit Bu, so erhält man 

also 

8. amc u s= a' — arc tang^ ^T / > 

wo a' eben&lls eine Constaute der Integration bezeichnet Hieraus foIgt| 
wenn man ti = und ui=K setzt, 

cota'=~^^-4=^' und tang*' = ^^«4^, 

$nf ® m' ' 

also 

«>, 4 = =^*?^*-^ und u « Z±±^:*?5£f^, 

woraus wir noch durch Subtraction herleiten: 



m 
e^ 
oder 

2n^ 



10* B— J 



"* e'.«in2a'* 

Die Vergleichung der beiden Formeln für B — A giebt noch die Proportion 

m[ c^.Bin2a^ 

m "^ c.8in2i» ' 

S. 831. 

Um die beiden Constanten a und uf in den Formeln (&) und (8.) 
zu ermitteln, d. h. durch die gegebenen Constanten auszudrücken und nodi 
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andern Relationen zn finden, schlagen wir einen besonderen Weg ein. Es 
ist tn^tf = , ~ _jL/a » Sabstitnireu wir hierin den Werth 

80 erbalten wur 

.. 1 m'{a' {^2bx + cx^)' ^mV{a'^2b'x+&x'^) , - 

"* •* = ¥ 'm{af+2b'x+c'x^)-m'k'{a+2bxJ^cx~)' ^^^^ ^^^^^ geordnet, 

t «if — {nifa--mhfar)+2{m*b—mk'b')x^ {m'e—mh'&)x^ 

Nimmt man aber in der Gleichung (6.) %. 830. anf beiden Seiten die cykli- 
sehen Tangenten, so erhält maa 

. _ cx-\-b'-\'mXhXkga ^_^ (ft+mt>nga)-f'C>r 

m— (cj:+^)t«nga (m— 6 ianga)— cxtanga ' *'®^ 

.1 =s (6+mtangg)*4-2g(ft + mtaMgtt)j:+c^jr> 

(m — b tanga)* — > 2c tanga (m— 6 Unga)jr-|-e* ttng» a»x* * 

Dividirt man den Zahler und Nenner des ersten Bruches durch m^c — mk't' 
und den Zähler und Nenner des zweiten Bruches durch ^, damit a^ io 
den Zählern beider Brüche Eins zum Coefficienten habe, so mflssen die 
beiden Ausdrücke für tn^ti identisch sein; daher haben wir die Gleichungen 

(b ^mi9iiig a\^ tn'a — mh'a' 
c / ■*" m'c — mhf&^ 

^■f'mtanga m'b — m W 



\ e / ~ m'c—mk'& * 

^^ (m—ftungg) ^ t^(mft^— mÄ/ftQ 
® c m'c — mÄ'c' * 

ton«»« = i'CmC -fn'k'c) 
^ m'c — mjff& 

Dividirt man die erste Gleichung durch die zweite, und die vierte durdi 
die fünfte, ferner die dritte durch die vierte, so erhält man, ohne alle Zwei«» 
deutigkeit. 



t. 



e m^e^mk'& m'b^mk'b'^ 

'^b'^-m eota mV — m'lcfb ma/^m'hfa 



~ m&^m'k'c " mF-^m^F»' 

und es sind also schon A und B anf zwei verschiedene Arten durch 
a, h, Cy a\ V, e* und den conjugirten Modul k' ausgedruckt worden. Iden- 
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tificirt mao die beiden Aasdräcke fär Ä und auch die beiden fär B, so er- 
balt man die Gleichungen 

(m'b-^mk'by = (m'a— mÄ'iiO(«i'c— mifcV), 
(mb' — m'k'bf = (maf—m'k'ä)(mc'--m'k'c)i 
entwickelt mau dieaelbeu, so reducirt sich eine jede auf 

Ä'2— 2y.*' + l « 0, 
woraus, wie oben, folgt : 

Ä' « y-v^(7'— 1). 

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht mehr schwer^ die Tan- 
genten der Constanten a und a' in den Formeln (5.) und (8.) §« 230. 
ebenfalls durch die gegebenen Constanten auszodräcken. Die Formel 

taog^a = —T "Ej^ic* 'ir Obergehen wir, weil sie eine Zweideutigkeit mit 

sich bringt Oa intanga=s — cA-^b ist, so finden wir, als einfachste 

Ausdrflcke : 

-, , V{b^—cb^ mc'— m'Jk'c 

8. tanga = ^t^zi^i^V = b&-eh' ' 

. * / — ft<K — eV ^_ m& — tn'Ve 

*' ^^^ "~ mfc-tnk'9' ~" k'{bc'—cb^> 

woraus auf der Stelle die einfache Relation 

5. tanga.tanga' ss h' 
folgt Da ferner 

cota + tanga = ^^jj-::^^, = )^^^^_,^) = g^^i »nd 

cota' + tang«'« ^.^-^, = jp^j^Tz^dP) = -^^ 

ist, so erhalt man 

Da nun x von A bis B wachsen soll, während n von Null bis K 

wächst, so mufs die Differenz B — A positiv sein, und da — ^, — positiv 

ist, so mufs 

bc'-'^cV positiv sein. 

Findet sich die Differenz be' — cb' negativ, so wird x abnehmen, 

wenn u zunimmt; und umgekehrt. Man kann aber immer bewirken, da(s 

diese Differenz positiv is^ indem man nur a mit a\ b mit b'^ c mit c\ und 

m mit m' vertauscht« 
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Kehren wir die GleichiiDgen (5.) und (8.) um, so ist 
tong(amii— a)= ^^i^ und tang(a'— amcii) = ^^^^^^^^ also 

— — A 4. ^ tpu— -tang« 
c ' c *l-4-tanffatnu' 



oder 



ar s= 



-»-mtipgg ^ /m-->»Uiiga \ 



l«4*taDga.Uiii * 

Werden die Werthe =±l!Ü^JUl « bi'--.aC+mm'k' m-Jung« ^ 

c. oe' — c6' * e 

^h&Z^ ^^ ^"S^ "^ "^bjH^cl^^ rabstituirt, so erhält man endUch 



7. X 



hV'^ae^'\'inmfkf^{m*Vh^mV)iXku ^4-jBUng «,tnfi 



aiK+ca' — 26*' 



Aos der Formel 7 = gy-taTJ-ft^v^;;!^.) «• «3»- »e«*«« ^^ 
noch her: 

*'• *^ 2V^(ac— *»).V"(o'c'— Ä'«) * 

Setzt man y =3 |jjjj^^ , also 

""^^ "^ Wca---2ty ^ «0 hat man 
A'^tangfl ond * = ^q^. 

s. tat. 

Zweites Verfthren. der Integration. 

/'dx 

bekannt, unter der Voraassetznng, dafis R ss {a-^-^bx '\-ex^){af-\'2b'x^ c'x^) 
ein Prodoct von vier imaginären Factoren des ersten Grades ist, so kann 
die Integralion leiebt noch auf die folgende Art vorgenommen werden. Bs sei 

dann bt| wenn wir zur Abkfirzang 

40* 
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M 'SSL a'\'bq'\'bp + cpqf Mf = of *\rVq'\-b'p-\r^pq, 
N =: a + 2bq^cff N' = ii' + 2ft'y+cY> 

Hl' = ae — b^, m^ = a^c* — 4' setzen^ 

also 

n __ ig— p)r dt 

^ ~" V(L+2Ärr<+JVr»«»)V(l/+2M'r*+JW»#») ' 

aofserdem ist bekannt, daGs I/^ iV, L' und iV' positive Gröfsen sind.. Setzt 
man nun 

^• = 1, ^«*« ilf = und Jir'=:0, 

80 redocirt sieb der Aasdraek auf 

^ "" "/"(LI.') •yv"(i+*»)v^(i +*'»<»)' 

und es ist also y= ?^7£27f •** wenn a? = ^4!^ ui w "* *^®"' ' '^ *"** ®®" 
setzt wird. 

Die vier vorhergebenden Gleicbungen dienen nun zur Bestimmung 
von p, q, r und k\ Man findet durch wirkliebe Entwicklung 

LN—SP =: m^iq—pf und l/N'^M'' = w«(y— ;»)», 
und da MssM'saO sein soll, so bat man einfacher 

i^ss m^q—py und L'iV' =s ««(y— /»)'. Da ferner 

^»^^ ==1 und ^ = *- 



sein soll, so hat man ^r*=m»(7— /»)', li»=B r«m»(y —/»)», iWss 
*«m"(y—|»)' und L« = j^m''(y—p)% also 

JVr = iii(y-/»), L = rm(9— ;»), N'r = k'm(q-p), L'^'^(f^p), 
Hieraus folgt £1.'= ^'"*'^'^^--^^' , also ^^^==j/^.-^-i_^, and also 

wie schon oben gefunden wurde. Ferner haben wir 

li z= L—M = h(,p—q)+cp{p^q) =r (5 + c/r) (;» — f ) , 




Siebzehnter Absekniti. §. 232. 317 

und werden diese Gleicfanngen mit den vorigen verbunden , so erhalt man 

rm = ~(ft + c/i) nnd ^ = ~(ft' + c», 

oder 

b+cp ^^ m k^ m* b^+&q 

m b + cq^ r "^ b'-^-e'p mf 

Die Gleicfanngen ilf = und üf ' s= geben 
ood hieraus folgt 

Diese beiden Gleichungen dienen zur Bestimmung von p nnd q, während 
die beiden vorigen Gleichungen zur Bestimmung von r und A: dienen. 

Ehe wir nun die Formeln fiir p und q selbst herleiten^ beachten 
wir 9 dab, dem Ausdrucke 

1-f-r.tDu 
gemäfs, fär usO^ ^=^p und für ti = jEC^ xszq ist und also /f und q 
dieselben Gröfsen sind» welche früher mit A und B bezeichnet wurden. 
Betrachten wir nun bc' — cb^ als positiv, so haben wir 

V^[(a&—ea')*—Hab'—ba'){bc' — cb')] , , 

y-/^ = b^^ci^ «n^ »bo 

♦ ~ 2{be—cb') ^ 

'^ "" 2(b&^cb') * 

Femer ist r = "^ ~^^ und — = -X£5 . also ist 
^^l^cjg-p) ^^^ r' = £^a=^\r+l = 0. 

Setzen wir also r = tanga, wie früher, so haben wir -^^oa ^^ m^ * ^^ 

sin2tt = -7 r. 

Eben so findet man r = ^ +g(y+y) ^^,. g^^|| 

cot2a = j^(26+c(;»+f)). 



316 i'f» Qudermann, T%eorie der Modm-'Funct. und der Mad.^Integr. §• 232. 

Weiter ist ^^^^^±^^^±^91 „„d ^^^^±±^±131, 

mm' KT mm' ' 

also ist 

jfr/i 1_ i^hh' + {bc+ch'){p+q)^e&pq\ 
'^ "*■ *' mm' > 

und werden hierin fm p-^-q und p q die vorhin gefandenen Werthe sub- 
stituirt, 80 erhält man 

und es ist also 

■ Jr mm' mm' ■ 

wie früher die zur Bestimmang von k' und also auch ]von k selbst dienende 
quadratische Gleichung, woraus, wenn man 

y = """"^/rj"^**^ '«^*' *' = 7-.^(7*~l) folgt. 
Somit sind alle in den Formeln x ssEp^-3LJ^ ^q^ ysss]/ — -.ti 

14*rtutt ^ ^ mm' 

vorkommende Constanten bestimmt worden. 

Aus der Formel x = ^+7^^« j,^j . j^^^|^ ümkehrung tn u b ^'^P 

1-4-rtnti ® ® r(f^— jr)' 

und werden hierin die aus den Gleichungen rm =^ — C^ + ^Z') und m ss 
r(6 + cp) gezogenen Werthe 

'^ c ^ er 

... rH -S— 

mbstituirt^ so erhält man tuu = ^^T;T^^ = , ^^. oder 



1 



— -^—j» oder auch 
amti = a 4- Are tang (^^i-) . 



Differenziirt man diese Gleichung, so erhält man 

dntf du — mcdx ^^ mdx 

^ ~ m*+ft«+2Acjr + c*jr» ~ «+2^jr+ejr*" * 

und weü l/(^)ii = y, abo 

ist, 80 erhalt man durch die Division, wie vorhin 
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Das hier gefundene Integral isi 

y — y V^(a-4-2Ax+cjf*)V^(a'+26'x+c'ar»)' 
p 

daa Integral /y.^^^^^^^^^,^^^^^.^^.^^^^ ^ ist also = }/{J^).(u-^'l 

wenn man «' nach der Formel tnu'ss ^ oder da tt's= 1/(^^—7-1 bestimmt 

Für orssi ist tntiss — =. also amiia^^+a nnd dnfissV— ;— , and fär 
a:=: ^^ ist tnKss — , also amir ss4;r — cu 

$. 833« 

r^^ , wenn R 2swei reelle and zwei imaginire Factoren hat, 
welche Formen des ersten Grades in Ansehong von s sind. 

Hat die Gleichung jR=sO vier Warzeln, and sind zwei derselben 

x^szp and a;s=iq reell , and zwei imaginär^ so mag a + Q^ar-f^^^ die 

quadratische Form sein, welche, ss gesetzt, die beiden imaginären Wur*- 

zeln giebt. Wir sehen wieder a und mithin auch c als positiv an und 

setzen auch wieder 

m* s3 ae — b\ 

indem diese Gröfse positiv ist. Unter der Voraussetzung, dafs a positiv sei, 

ist der Ausdruck a + 26a:4-^^^ immer positiv, welcher reelle Werth auch 

fiir X genommen werden mag; daher sind namentlich die Ausdrucke 

a-f-2d)9 + ^/^ nnd a-^^iöq-^-cq^ positiv. Wir setzen also 

n^ sss a + 2bp + cp^ und n'^ s= a + 2*y+ey\ 

Wenn die Wurzeln p nnd g sich gleich wären, so wurde man das 
Integral in Anwendung der Potenzial * Functionen lEinden ; daher sehen wir 
die beiden Wurzeln als verschieden an, und zwar sei wieder 

V^Pf oder q — p positiv. 

Bei der Integration mässen drei Fälle unterschieden werden, jenach- 
dem X entweder kleiner als die kleinste Wurzel p sein soll, oder zwi- 
schen den Grenzen p und g enthalten ist, oder gröfeer ab die gröfste 
Wurzel q sein soll. Wir behandeln den mittleren Fall zuerst 

L Ist X zwischen den Grenzen p und q enthalten, so sind ^ip Diffe-* 
renzen x — p und q-^x positiv, oder mindestens es 0, und daa + 26ar4*ca:* 
immer positiv ist, so setzen wir nun 

Ä, =5 (x-^p)(q'^xXa+2bx+cx^) 
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und integriren also eigentlich 

/dx 

n 
Da ■ ~^ positiv ist, so setzen wir - — ^ = v\ Dann ist röi 

X — H--2ii! also ax = i^m^l-L^ ferner 

anch findet man 

Setzen wir also noch znr Abkürzung 
so haben wir schon die Umformung 

Durch eine leichte Entwicklung findet sich n\n^^(ntifyf s m^{q-^p)\ oder 

woraus eraichtlich ist, dafs y' -< 1 Ist nod die weitere Integratioo alao 
uumittelbar nadi %. S23. ansgef&brt werden kann. Setzen wir also 

k^f-^, A'=l/i±^, so ist 



— w 
y ~" V(n»0 • 

Setzt man non 7s=cos20, also 

80 hat man 

k es sind und A^ ss cosO. 

Aus der Formel tangl^am« «= r VT"*" 7 ^^'S* rflckwarts 

iiy(l — cnfi) + n^p(14-cnf<) ^_ nq+n^p'^{n^p-^nq)ctku 
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Ffir tir=0igta?=5» ond VteO: für ii = lSC ist a?= -^^4^ und 
yÄs^T-T — 7:; för ti = 2iC ist xzBzq und y»^?^ — tt. 
Man findet leicht 

DiffereDziirt man die erste von diesen Formeln , so erhält man 

"^ (» (9 — J^) + »' (^ — 7))* ' 
und da du = ^^yf^'^"" '«*' 






BD 



u^ 2y(nnO (y-^(^~e )^ ^^^^ 



cncfi c= 2*^^(''»0 .i/(7 -^)(^--P) , 

^ — p "^ a+2ftjr+ca:** 

Es kann dieser Ansdrnck noch etwas einfacher dargestellt werden. 

Es ist 2*^:rL'*JiO ^ ^Wl^' „„^ ^^ „„. ^ M£:^ ^ ,"?^?-y> ii*, 
q—p ^ {9—p) y{^ — y ) Ssmöcosö ^ 

so bat man ^ — ^= 1/ . and also 

Zu derselben Formel gelangt man unmittelbar^ wenn man das Integral 
y^/YTT ^^^ ahnliche Art behandelt; wie in $. 229. und 230. gezeigt 

worden ist; an der Stelle der dortigen Function dncti haben wir jetzt die 
Function cncti. Aus den vorigen Formeln folgt auch noch 

Soll in den früheren Formeln x abnehmen, wenn u wächst, and um- 
gekehrt, so hat man nur durchgängig 2K — u statt ti, also ^t — ^amii statt 
^amtc zu setzen, 

S. 234. 
IL Ist die veränderliche Gröfse x kleiner als die kleinste reelle 
Wurzel p der Gleichung JS s=: 0, so ist die Difierenz p — x uud um so 
mehr also y — x positiv. Wir setzen nun 

R = {p^^){q — a:).(a + 2Ja? + car'), 

Grelle'« Joarnal d. M. Bd. XXUI. Hfl. 4. 41 
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und Wieder m^zisac — b\ sehen auch wieder a ood milhin auch e als po- 
sitiv an. Zu iotegrireo ist nun 

wenn y für xs=zp gleich Null sein und wachsen soll , während x von p 
an fortwährend abnimmt. Man erhält die auf diesen Fall sich beziehenden 
Formeln unmittelbar, wenn man in den Formeln des S* 233. — R statt jR, 
also i^R statt ViR^ ui statt u setzt und aufserdem k mit kf vertauscht, 
wodurch cos 2 8 oder y sich mit — cos 20 oder — 7 vertauscht« Setzt mau also 

A = sind und h' s=s cos9, 
so erhält man 

taogi am« = l/(^' .£=£), 

fi^y(l + CDn) — ny(l — cnu) n^p-*"ii^ + (/>^p-|*w7)eiHi 

it^(14-coa) — n (i — onti) w' — M+(n'+»)onu ^ 



wenn wieder gesetzt wird n^ = a+^Jp + cp*, n'*s=:a+2Äy + c^, 

Nimmt man x unendlich grofs und negativ, so wird tang^amtr =s 
V — >> 1 und <Z, ^ ; daher ist nun u immer zwischen den Grenzen und 

K enthalten. 

HL Ist die veränderliche Gröise x grölser als die gröCste reelle 
Wurzel 9 der biquadratischen Gleichung jRssO, so ist x — q positiv aod 
also um so mehr x — p. Wir setzen nun 

R =s (x—g)(x — p)(a + 2bx^cx'^)j 

^^. Die Formeb sind denen in 

No. n. ähnlich; man hat in ihnen nur jetzt p mit q, also auch nmtnfm 
vertauschen. Setzt man also 
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<- — »«y(l + cn«i)— n^y(l — cnti) . . _ u 

* nCl + cn«)- n'(l-«i«)* ^ "" V"(n«Ö* 

Ffir « = 9 ist nun tf = and für «s=^ ist iAng^amussy^t 
Zosatz. Die Formel duu in No. II. ist 

»(7 — jc)4-w'(|» — *) 

in No.ni. ist üe also 

n'(jr — p)+»(jr — 7) 

$. 235. 

Von den integralen y^f^^.^^ tu.d y^f^^^—, 



Es ist zonScbst (a?'+a?/"2 + l)(ar'— «/■2 + l)s=a?*+lj setzen 
wir aber in den Formeln %. S38. «ssl, 2$s=/'2, also dss^, ossl, 

a'=5l, ft' = — ^, c'ssslj folglich »i'sbI— .^-ss«!", odermssm'Ga/'^ 
80 ist f>-f-^ssO, ^^e;s.>-l, also |»SB — 1 and 9 = 1} 9 — ps=2, 
r'— 2r/"2 + l = 0, sin2a=Jl^, also 2a = 4^T, folgb'ch rstangass 

tangiT = »r2-l (oder r = »r2±l), 7 = ^, = 3, also 1^(7»-!) 

s 2 ^2 , folgUch A;' SS 3— 2 1^2 , also A = 2 /"(S ,^2— 4). Es isi also 

a? = --l + t«ngi?t.tini ^^^ 
-{- 1 -f* tang-i ff . tn u * 

I. ^amtt = iT+arctang(l+a?»r2) and dniis=/-(3-2»r2).l/J=|^|±^5j 

^* = II. •"(6— 4 •■2). 



/ 



Hierans folgt nocb / y»n J!-«\ = (<* — «*0'/"(6 — 4/'2), wenn das Argu- 
ment u' darcb die Formel am ti' =b fr bestimmt wird, in welcber der Bf 0- 
dnl ebenfalls As2/'(3/'2— 4) ist. 

Da v^(l-jf«)=/-(l— «')/'(l+«') ist, so integriren wir Y{X=^) 
nadi S>S84. Es ist p^s — 1, 9 = ], as=l, 9 = 0, cs=l, 9 — r^^t 

Msl, ;|p).^=:0, /r^ss — |, also 

41* 
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taDg29 == j^ r= J, abo 6 = ir, folglich 

k = sin Jt = /^\. 
Ferner ist ii=s/2 = ii^, also tang^amti= t^^, a?=: — cnii und 

Man kann diese Integrale noch einfacher darstellen« Setzt man •— :r fär :r> 
so hat man 

und der Modular-* Quadrant fär den Modnl Ar s= sin|^T ist 

K s 1,85407 46773 Ol... nach Legendre. 

%. 236. 

^^^ j wemi R = nur eine Gleichung des dritten 
Grades mit zwei imaginären und einer reellen Wurzel ist 

Tst R nur eine cubische Gleichung mit zwei imaginären Wurzeln, 
und hat diese Gleichung also eine reelle Wurzel, so können wir die Inte- 
gration unter die beiden in %. 834. vorgenommenen Integrationen subsumi- 
ren, indem wir uns vorstellen^ dals entweder q positiv und s=ii oder p 
negativ und s=^ wird. 

Im ersten Falle haben wir för ein immer kleiner werdendes jr: 

und setzen wir 

.»■2(1= .^^.^^^^-^-^^ ^ r(X-f), 

<«•«'» = - rFF --^^^. 

ao ist wieder 

kz^am^j *' = cos9, oder k=z]l^^ und jfc'=:|/^, 

(ang l^am « = y ( -- . (/» — a?n , weon n' = a + 2 6/» + <?/»" uud 

n'" ^ c gesetzt wird, 



V"((/»— x)(a+2ft«+ear«)) ♦ 
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Im zweiten Falle babea wir zu integrireo: 

_ f dx 

Setzen wir 

go ist AsssiaO und A^sscosd; femer 

tangiamti = ^^(J-.C^— y))i 
wenn wir n^zsia, »'^ = a + 2iy + i?^, 

dn« = l/^±|*f^±^' ooa y = -^T^i-;. setzen. 

^a+267 + ^9 r(w»0 

(l+d7)(l — a? + ^*)> »eist y=r — 1, assal, i = — |, csssl, also n=sl, 
ii'^s=5a+2(7 + c^*=3, also n'ss /'S; ferner m'=l— -}, also ms=s-— j 

tang2ö = -— yjg, also 26 = »— ir — i^ und 6 = 1^^ = 75% 
jk a sin A«- = ]/^^^j tongiamii « J-.|r(l+a?), 









V"3 
^f.t ». = --7 — , wenn 

tang ^ am ti^ =3 -;— gesetzt wird. 

V3 

« 

Setzt man — x statt j?, so hat man 

V^3 •/y^i— x; y.3 

Die Formel fOr u' bleibt dieselbe; wie anch der Modal Apssin^^^Tr. 

S- 237. 

/dx 
Y^^ wenn R s= eine biquadralische Gleichung mit vier 

reellen Wurzeln oder JR = (x — a) (« — h){x — c) (« — d) ist. 

Soll y^= ^X integrirt werden und bat die Gleichnng JR=sO vier 
reelle Wurzeln, die wir dorch a, h, e, d vorstelieUji und die so geordnet sein 
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mögen, daCs aK^h^^eK^d sei, und also die DÜTerenzen h — a, e — h, 
ä—c, oder ancli d — c^ d — b, d — a säoimtlicb positiv sind, so ist entweder 
jR = (ar— a)(a? — J)(j?— i:)(a?— rf) oder JR = ~(a?— aXa?— *X*— ^X^— ')? 
und im zweiten Falle mofs notbwendig einer von den vier zweigliedrigen 
B^actoren negativ sein, weil /*JR reell sein mnis. 

Ist 11 = (a? — a)(x — b)(x — c)(x — rf), und wäre x zwiscben den 
Grenzen a nnd b enthalten, so wäre die Differenz x — a positiv, die drei 
anderen Factoren wären negativ, also ^R imaginär ; ist ar zwisehen b und 
e enthalten, so sind x — a und x — b positiv, x — c und x — d aber ne- 
gativ, also ist dann /"Ä reell und s= /'((a? — ai)(x — b)(e — ^)(rf— ar)); 
ist X zwischen c nnd d enthalten, so sind die drei ersten Factoren positiv, 
der vierte ist negativ, also /'B imaginär; ist endlich x zwischen d und a 
enthalten, wobei man sich einen Uebergang durch ±^ von d nach a vor- 
stellen kann, so sind entweder alle vier Factoren positiv, oder alle vier' 
Factoren sind negativ; daher ist /"JR dann reelL 

Also ist /'((a? — a)(x — b)(x — c){x — d)) nur dann reell, wenn 
entweder x zwischen den Grenzen b und c, 

oder X zwischen den Grenzen d und a enthalten ist 
Ist Rssi — (x— fl)(a?— J)(a? — c){x — rf), so ist /"jB da reell, wo In 
frflheren Falle i^JR imaginär war; daher ist /"(— (a? — a)(a? — b)(jx^c){x — d)) 
nur dann reell, wenn entweder 

X zwischen den Grenzen a und b, 
oder X zwischen den Grenzen e und d enthalten Ist. 

1. Beschäftigen wir uns zuerst mit dem Integrale y=/v>^ unter 
der Voraussetzung, dafs Bs=5(a? — ä){x — b)(jc — c){x—d) und x zwi- 
scheu den Grenzen d und a enthalten ist. Da nun ss =: ein no- 

sitiver Bruch ist, welcher mit x zugleich wächst^ da a<^d^c<^il sein 

soll, so setzen wir 

X — d • 
= rv\ 

X — a 
Dann ist rückwärts 

^ d—arv* I ^ 2r{d^a)vdv 

X s=s -1 r— , also dX =3 -—— ^T= — ^ 

dx TVTr.dv 
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tn 



weiter ist x — e=s ^ , — und «— oss ^-^^ — ^ — , alio 

babep wir 

ZVr.dv 

Tr(rf_c+(c— a)rt»»).V"(rf— 6+(*— o)rt»»)* 



5r 



Da der UnterMhied der beiden Brfiohe 4 — 



|£|^ W» ~ »^e° ^ l^"-' = * » |5|.r = *«andr = ti»« 



für dea Modul kf dann ist 



2Vr 

nod da /"rss frE^ «»t, so ist 

2» 



I. 



r Ä£ 



37)» 



^ 



also A; 



l /(g-»)(rf-«) 



' (a — c)(4r — a) 
4/ _ J (h-a){d-e) 

Da tncas=jp-jjj^ ist, so ist 

Aus den Formeln fOr tntf und tncu finden wir nun nodi leidit die 
Formeln 



6a 



cn« 



A^snti 



dn II 



a 






a 

— Ä 









(X— c) ♦ 



(jr — c) ♦ 



-neu = i /(rf--»)(x-«) 

- i /(ft--o)(.g~rf) 
" '{rf— a){jr--6) » 



cncti 









Aas diesen Formeln lassen sich dorch ZasamnensetzoBg andere berieten. 
Ffir ti SS ist x sa J und y = 0; för ti ss JIT aber Ist x s=b a and 

2K __ /• Bx 
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S. 238. 
yrjr unter der Voraussetzang gefunden werden^ 
dafii R^ss {x^a){x — h)(x — c){x — i) ist ond x zwischen den Gren-* 
zen h and e liegt, so setzen wir, da nnn ein positiver Brucb ist, 

s—b • 

daoD 18t rückwärts x » j^^^^ , da? = ^\^^,^. , a? -« = Tqp^r- 1 



«f— ga» rf-W^^-c)'-«'*. Setzen wir nun 

1 + ri»' 

y v/ V((a: — a) (« — b) (c — a?) (rf— «)) > 



SO erhalten wir darch Zosammensetzung der vorigen Ansdräcke: 

3 2^rr. ^v 

und da nach $. 237. ^~> jf^^> ^iso auch ^^^>^jjf3^ ia*> »o setzen 
wir nun 

dann ist zunächst 

y - y-((t Ja^rf,^)) «> «Mler, da r = f=| ist, 

«• '- = t^[J5S^ •»*'««- t^^llsg- 

Hteraos folgt 

--„ _ | /(c~a)(x-ft) . snc« « i/(^*)(^rid 



4. ) en« = |/;-*:=^^£=4, cnc« c= V^-,^Jr::*f, 

^ ^ (c — 6) (x — a) ' f (o -^ 6) (rf — x) ' 



i 
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Far tfssO ist jetzt x^szb and y^O^ und för tissjRTist arssc 

2K 
"*y'=V-((c-a)(rf-*))- 

8. 239. 

Von den coordinirten Werthen von x in den beiden Integrationen von «^^^ • 

Ehe wir weiter geben, stellen wir einige Betrachtungen aber die 
in S« 237. und $• 238. gefundenen Resultate an. Wir haben gesehen, dals 

das Diflerenzial ^^^ auf zwei ganz verschiedene Arten in y-// ^* ud—hV 

umgeformt und demgemäis auch auf zwei verschiedene Arten iniegrirt wer* 
den kann, wenn Ä=s(j?— ^«)(;e — b)(af'^c)(x — d) ein Product von vier 
reellen Factoren ist; die beiden Modul k und k^ finden sich in Oberein- 
stimmender Gröfse bei beiden Integrationen ; beide Integrationen geben die 
Werthe 0, wenn x den ersten Grenzwerth erhalt, und beide Integrale wer* 

den SS y^.. ^a)(d—byi ^ ^^^^ ^ ^^^ zweiten Grenzwerth erhält; rer- 

schieden sind nur die fVerthe von ar, welche in den beiden Inteßrati&nen 
zu einem und demselben Argumente u gehören, und solche zwei zu dem- 
selben Argumente u gehörige Werthe von x nennen wir einander bei-' 
geordnete oder coordinirte Werthe; coordinirt sind also die Grenzwerthe 
x^='d und x=^b, weil beide zu tis=0 gehören; coordinirt sind ferner die 
Werthe xssza und xssc in den beiden Integrationen, weil beide zu dem 
Argumente tisJSC gehören. Um die äbrigen coordinirten Werthe von x 
kennen zu lernen, habe u in beiden Integrationen denselben Werth, und 
der dazu gehörige Werth von x in §. 237. werde durch x selbst, der dazu 
gehörige coordinirte Werth von x in $. 238. aber werde durch x^ bezeich-* 
net: dann ist gleichzeitig 

c„t/ — J {cr^a)ix ^d) _ ic-a){x'—b) 
Buw — y {d^a){X'^c)^ (c— ^ar' — o)' 

Hieraus folgt räckwärts 

d{c — a) — r {d — d) sn* ti d{c — a) cn* u — a(rf — c) sn* u 

. , c — a — (rf— a)8n*fi (c — a)cn*tt — (rf — c)8n*«' 

^/ b{c — a) — afc — 6)8n*ii 6(e — a)cn*fi + e(ft — a)8n*u 

c — a — (c — 6)8n^ti (c — a)cn*ti+ (6 — a)8n*M' 

und hiernach lassen sich für jedes Argument u die beiden zugeordneten 
Werthe von x berechnen. Für ti = geben sie wirklich x =^ d und 
x^ sszb und für u^=K erhalten wir ;r = a und x' ss c. 

Creile*s Joarikal d. M. Ba. XXm. Hft 4. 42 
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In Hiosicbt anf die YerscIijedeDbeit der coordinirfen Werthe von x 
neunen wir die beiden Integrationen des g. 237. und $• 238. selbst coordiabrt 

Vertauscht man in den Formeln^ welche sich auf die eine Inte^ 

y-g- Beziehen, a mit c, b mit d und x mit scf (unter 

der Voraussetzung, dafs in den Formeln des $. 238. x in x' wirklich ah-' 
jfeändert worden ist), so bleiben die Gröfsen u, y, k und hf ungeändert 
und man erhält dadurch die sich auf die coordinirte Integration bezie^ 
henden Formeln. 

Abs Umformungen der Ausdrucke (1.) mögen noch angemerkt werden: 

a(rf-'e) — e( rf— g)cD^fi _^ >(rf— c)*^e(rf— i&)dn^ fi 

. ""^ d--c --- (rf— a)cu*w *~" "^ ^J^c— (rf — b)dn*u^ 

/^_^ c( fi — g) — a{b — c)eu*u ^^^ d{b — <g)+ a(d — b) dn* u 
*^ b — a — (fi— c)cn*i* "^ b — a 4- {J^b) dn^ u* 

Diese, wie die fröberen Formeln, sind bei der Integration von r^rg %ü be- 
nutzen, wenn P eine Function von x vorstellt, welche in den meisten Fid^ 
len rational sein wird. 

Es lassen sieb auch leicht Formeln herleiten, nach. welchen man 
auch die einander zugeordneten Werthe x und x' aus einander berechnen 
kann, ohne die Mo^ular- Functionen des Argumentes u dabei in Rechnung 
zu bringen ; solche Formeln erhält man, wenn man die Ausdrflcke der Mo* 
dular- Functionen von u im §. 237. mit denen des S« 238.^ worin aber ar 
in x' abzuändern ist, identificirt. Dadurch erhält man die nachstehenden 
sechs Gleichungen in der Form von Proportionen. 

x' — b . ^ c— S X — d x^—b b — g a? — d 

oc'^^a "^ d—a *x— c' c — oc^ ""^ d^-^c'x — a^ 

q j c — x* ^^ (rf— c)( c — ft ) X — a c— x^ ^^^ e-^b x — a 

x'-^a iji^ a) (6 — a)* x — c* d — x* "^ d — a^x — 6 ' 

d—x^ rf^c x^b x^— > ^^ {b—a){e — b) x^^d 

x* — a T^'a?— c^ rf— x' *" (rf— a)(rf— c) *x — Jb* 

Schaft man in diesen Gleichungen die Nenner fort, so lassen sie sieh 
sämmllich entwickelt also darstellen: 

4 (rf+* — a---c)a?a?'— (6rf--flc)(a?+a?0+*rf(ö + O— ö«(rf+*) = 0^ 
oder auch in einer der folgenden Formen: 

K bd—xx^ rf-fft^x— ar^ xx^-^ac a ?-f-x^— g — e bd- ^xx^ ^^ rf-f^— a?~<r* 

xx^'^ae **" x^x^-^a — c* 6rf— gc "^rf-j-i-^g— c' bd^^ac dr^ — a— c * 
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Jede von den Gleichungen (3.)^ (4.)| (5.) drückt ako die Bedinguug 
der Coordination der Wertfae x und x' aus» d. b. ist eine dieser Gleichun« 
gen befriedigt (also auch jede der übrigen), so gehört zu den Wertben x 
und X* entweder dasselbe Argument n, oder es gehören zu solchen zwei 
Werthen x und x' zwei Argumente, die sich zu 2£ ergänzen; denn es 
wurden diese Gleichungen im Grunde nicht so hergeleitet, dafs man die 
gleichnamigen Nodular -Functionen^ sondern ihre Quadrate identificirte, und 
diese Quadrate bleiben ungeändert, wenn man 2K±u statt u setzt Was 
hier in Beziehung auf 2K gesagt worden ist, gilt auch, wenn 2iK* statt 
2K genommen wird« 

Anmerkung. Der hier aufgestellte und noch ein zweiter ihm ahn- 
licher Begriff der coordinirten Werthe x und x' ist von der gröfsten Wich- 
tigkeit in den Anwendungen der Theorie der Modular- Functionen auf die 
Geometrie und Mechanik ; den coordinirten Werthen x und x* entsprechen 
in der Geometrie nicht selten coordinirte Puncto in zwei Ton einander ge- 
trennten Zweigen einer und derselben Curve, d. b« zu jedem Puncto des 
einen Zweiges gehört allemal ein mit jenem in einem unveränderlichen Zu- 
sammenhange stehender (coordinirter) Punct des andern Zweiges der Curve,. 
deren merkwürdigste Eigenschaften ihr gerade in Ansehung der coordinir- 
ten Puncto zukommen, wie weiter unten an einer ausführlich behandelten 
Curve gezeigt werden soll, welche auch in statischer Hinsicht sehr bemer- 
kenswerth ist. Sieht man eine solche Curve mit zwei Zweigen als durch 
BinhflUung entstanden an, so gehört zu einer Tangente des einen Zweiges 
allemal auch eine coordinirte Tangente des anderen Zweiges. 

S* 240. 

Die beiden Integrationen von y as/ ^ ^ wenn Ä = («— aX« — &)(ar— c)(x — d) isi 

1. Es ist schon in der Einleitung zum %. 237. vorgekommen, dafs, 
wenn o, b, c, d die vier Wurzeln der Gleichung üsO sind und x zwi- 
schen a und h enthalten ist, unter der Voraussetzung, daCs a<^h^c<^i 
ist, das Product — R positiv sei, und alle vier Factoren von 

—R = (x— a)(*— a?)(c— a?)(rf— a?) 
positiv sind« Setzt man nun 
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al»o*=5±^^^, ar-«=^:?l^-, ^_^«*Z1«, ^^^^ c-»+(c--ft)rt>« 
^_^^rf-«±(rf-J)r«l a^^ 2(»--«)r« >ai> 80 findet matt 



Da 



a 2Vr.dv 

■^ "~ V(c— c+(c — ft)rt)»)Vtrf-a+(rf— 6)rt;»)' 

f=|-|=^ = -JitzÄ=^, also ^>£=* ist. 60 setzen wir 
^.r=t, i^Arrrs*", psstntf fÄr den Modul A^ 
wodurch wir erhalten ay a y^^.l]^y?j_^. und, da /"r = |/j=| ist, 

1 V =a 2« _ r iE 

** y V(ie—a)id- S^ "J V((*-«)(4— jr)(c--x)(rf— X)) » 
o i/-. i /(c-*)(rf~a) i „ ,/(*--£) (rf-c) 

3. tn« == l/ij-^^r "^ tnc« = l/^-^*r:£_) 

' (a — o) (6 — JF) ' » (tf — b) {x — a) 

Ans den letzten Formeln leiten wir noch her: 

sau - ] /(f'-^)(^-») -no« - r/ (g-«)(ft-^) 

«n« — r(6-a)(rf-x)» *'™^* ~ r(6-a)Cc-*)» 
^ (c — a)(c/— x)' ' (a— fr)(c— x)' 

ond die umgekehrten Formeln sind 

Vergleicht man den in dieser Integration vorkommenden Modul A: mit den 
Formeln för k nud A;^ in S« S37. und $, t38., so sieht man, dafs nur k mit 
k* vertauscht worden ist. 

i. 241. 

IL Die coordinirte Integration von y ss/y^r*-^ , im Vergleiche mit 

der in $.240., ist der vorigen ähnlich; nur wird jetzt vorausgesetzt, dafo 
X zwischen den Grenzen e und d enthalten sei. Daher finden wir auch 
ähnliche Resultate , wie früher. Setzen wir nun 

X — c « 

zs = ^^J 
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also ar^ä*--?^, ar-cc=.fc^, d-x=^, ar-a^in^^^'^- 
and :r — * = — .T^ , ^ — , dxz=s ^ ^ — , so findet man 

^y — V(c—a+Crf— a)ri;»)V(c— 6+(rf~Ä)r«») 

Da ^>^=f tat, so setzen wir ^•r=l, ^r = *^iind r=tnii/ 

dann ist wieder 

^ 2ii f dx 

'• y ^ V"((c— a)(rf~6)) ~y V"((x— a)(jr— ft)(x— c)(rf— jTJ) ' 

üeberhaapt hat maa nur iu den Formeln $. 240. a mit c und i mit d za 
vertauschen, um die gesachten übrigen Formeln zu erhalten. Sie sind 

A lanu — i/(£lI»Mzi£l finfitt — ,/(</ - a)(J^~c) 
4. ^ cn« — K(rf«c)(a:-i) » ^^^^ - r(J_c)(«-a)' 

ond die umgekehrten 

* ^ rf — 6— Irf— c)8n»tt c— 6+ (rf— c)cn*ti** c— 6— (e^a)dn^fi* 

$. 242. 

Von den coordinirten Werthen von x in den beiden Integrationen von y ss /^ ^ . 

y^_j^ wie in S* 240. unter der Voraussetzung inte- 

griren, dafa x zwischen den Grenzen a und b enthalten sei| oder, wie 
in S«241., unter der Voraussetzung, dals x zwischen den Grenzen e und 
d enthalten sei : in beiden Fällen finden wir ein Argument u, welches zwi« 
sehen den Grenzen und K enthalten ist ; auch stimmen die Moduln in bei« 
den Fällen flberein. Für x^^a^. so wie fär x=zc, ist uesO, und fdr 
x=ib, so wie im zweiten Falle für x^s^d, ist « -ss iC 
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Mao kann also dem Argumente u in beiden Integrationen wieder 
denselben Werth geben, und die dazu gehörigen Werlhe von a^, welche 
dann allein verschieden sind, nennen wir coordinirt. Den Wertb von x, 
welchen die Formeln (5.) $• 240. geben, bezeichnen wir mit Xf den Werth 
von X aber, welchen die Formeln (6.) $• 241. geben, bezeichnen wir mit x\ 
Dann ist für ti =3 0, o; = a and x^ = c, so wie für uss Kj xss^b und 
X* SS dj es sind also wieder a und e coordinirt, so wie b und d. Da 
Oberhaupt 

™^ti - (rf-ft)(ar-a) _ (d^byix^^c) 

ist, SO haben wir die Gleichung 

i ^' — ^ — rf — g jr — g 
jp/ — ( "^ g — a^ d-^x* 

Eben so finden sich die Gleichungen 

•• rf_jp/ — d^a"b — x^ 
x* — a d—a c— jr 

II x*^-^c ^^^ (c—b){d — c) jT — a 
jp'— •« "* (4— a)(rf— a;* c— jc* 

Dividirt man noch (f.) durch (6.) 9 so erhält man die noch bemerkenswei^ 
there Gleichung 

7 i/ (j^— g)f^'— g) _ l /(x — a)(e— jt) _ i//c — g)\ sny 

Sieht man in dieser Gleichung ~^*r (§5?f) ^'^ gegeben an, so 
kann man mittelst derselben gleichzeitig x und x' als die Wurzeln einer 
und derselben quadratischen Gleichung darstellen. Schafll man in den Glei- 
chungen (1 — 6.) die Neuner fort^ so erhält man die Gleichung 

welche mit der Gleichung (4.) %. 239. äbereinstimmt und auch wieder in 
den Formen 

bi—xx* d'\-h'-x^x* XX* — oe x\ 3^—a--c bd — jtjt* 6-f-rf— jt-- ^ 

* xx^-^ac'^ x-^-x'^a-'^'* bd — ae ""ift-frf — a— c^ bd—ac "" (^Hf— 0~ c 

dargestellt werden kann« 
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$. S43. 

y^ , ^ und /^TrrsJ * 

Ist 3 y ==/ ^^j^ bereits integrirt, und darin a < J < ^ <C ^> ferner 

etwa ^ zwischen den Grenzen a und h enthalten, so kann man aus den 
Resultaten sogleich noch eben so viele neue herleiten, wenn man, beach* 

tend, dafs nun — rf<C — ^< — *<C — ^ isti ^ ni*' — ^ ^od * ™*' — ^ 
vertauscht; die Grenzen von x sind dann also — d und r— c^ und da — d 
wieder kleiner als — c ist, weil — c — ( — d)^=^d — e positiv ist, so ist das 
neue Integral einstimmig mit dem alten. Verwandelt sich durch die genannte 
Vertauschuttg R in R\ so hat man^ da Ä=:(a? — a)(a? — bX^ — i?Xa?~rf) ist, 

R' » (a?+rf)(x + c)(d:+*)(a?+ii)- 

Das Integral y = /y«ij| verwandelt sich also in y esj^r^^, 9 ^^^ 

eben so y^Jy^ in r^Jy-W^ 

^^>r---jr den Grenzen a und 6 von o? 

die Grenzen— if und — c von or im Integrale y^^r/jzzzw entsprechen, so 

entsprechen auch den Grenzen e und d von w In jenem Integrale die Gren- 
zen — b und — a von op in diesem* 

Weiter entsprechen den Grenzen d und a von x im Integrale 

ysj|- die Grenzen — a und — il von ap im Integrale y^^Jy^t^ 
und eben so entsprechen den Grenzen b und c von x im Integrale 
y==/^;=^ die Grenzen — c und — il im Integrale y^^Jy^N* 

Aus den vorhin entwickelten vier Arten von Formeln, welche sich 

y^^ beziehen^ lassen sich also nadi der 

vorstehenden allgemeinen Regel sogleich durch eine einfache Uebertragnng 
noch eben so viele neue Formeln herleiten, welche sich auf die Integra- 

Uon von ygg/ y» 'p ; beziehen, und zu jeder von den vier ersten Arten 

von Formeln gehört auch nur eine von den vier letzten Arten« 

Es verdient noch angemerkt za werden, dals sich die beiden Inte- 
grale y=yL.^ und y^^^jY^ mit einander vertauschen^ und dab die 



1. 
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zasammengehörigeo Grenzen sieb ebenfalls vertauseben, wenn man gleichzeitig 
^^x statt X und — y statt y setzt Dasselbe gilt von den beiden Integra- 

len y^^jY^z:^^ ^^^ y^^Jv—R'* ^** ^*® Gleichung A = zwei po- 
sitive und zwei negative Wurzeln, so bat die Gleichung A' = zwei ne- 
gative und zwei positive Wurzeln. Ist R^=^A'\-'2Bx^ Ca?' + U jp' -|- ar*, 
so ist Ä'=:4— 2Ba?4-Car' — -Dar'+a?*- 

$, 844. 

Yertauscben wir nun wirklich in den Formeln $. 240., dem §. 243. 
gemäfs, a mit -^if und b mit — c, so erbalten wir Formeln, welche sich 

auf die Integration y ^==^J ^_Tti beziehen unter der Voraussetzung, dafs 
X zwischen den Grenzen — d und — e enthalten i^ Wir finden 

Hier stimmen also die Formeln (1.) und (2.) wieder mit denen $• 840. 
flbereiu; was sehr bemerkenswerth und die Ursache ist, dals wir diese 
Integration ebenfalls der in $. 840. coordinirt nennen. Die übrigen For* 
nein sind; 

und die umgekehrten, 

m X =• —d(C'—a) — a{d—c)8u^u ^G(d—a)»^a{d—c)cu^u 

c — a -)- (rf — c)sn^u d-^a -^ {d— c) cn* u 

— 6(rf— a)+fl(d— ft)dn» a 

— d—a— (rf— *)dD^ti* 

Bezeichnen wir den nach diesen Formeln berechneten Werth von 
X mit x\ hingegen den nach den Formeln (ö.) $. 840. berechneten Werth 
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VOD X wieder mit x, 80 erhalten wir, wenn wir die hier vorkommeodeu 
Modular-Fuuctioneu von u mit den gleichlautenden in S* 240., mit welchen 
sie ohnehin im Modul äbereinstimmen , identificiren, die Gleichungen 

x' + d _ {d'-'c)(d — b) x—a —b^ a^ _ £-. ft c-^x 

— a — j:' (c — a){b — a)'rf — x* — — x' c — a^d-^x^ 

xj^d ^^ rf — Ä '^JT'^ x^-}"rf . J — c x — a 

— c — X* "^ c — fl'6 — X* — ft — x' "^ Ä — a * c — a?' 

welchen gemäfs mau för jeden Werth von x den zugeordneten Werl h von 
x' und umgekehrt jenen aus die^^em berechnen kann. Wird die sechste 
Gteiehung durch die zweite dividirt, so erhält man 

T 1/ (x^H-<^)(— g — ^0 _ |/ (x— a)(rf— X) _ if— g tnu 

^- r(_ft_ar')(_c— xO ~ »^(fi-xJCc— x) ~ V((rf— 4)(c— fl)'dn<i 



= i/fei)- 



cncti 

CUM ' 



und hiernach lassen sich, wenn man yrr^^ ^x fc— «)! 'dF^ als gegeben be- 
trachtet, X und — x' oder — x und x^ als die Wurzeln einer nnd dersel- 
ben quadratischen Gleichung darstellen. Zu demselben Resultate fuhrt die 
Verbindung der driUen und vierten Gleichung« Schaffen wir in einer der 
Gleichungen (6.), welche auch durch lUnformung aus einander hergeleitet 
werden können^ die Nenner weg, so erhält man nach einer leichten Re- 
dnction die Gleichung 

8. (rf+a— * — c).xx' + (a^— ftO(^~^0— -«^(* + ^) + *^(a + i/)=:0, 
welche sich auch auf folgende Arten darstellen läfst: 

xx'4-^^ .^ b'^'C — (x--xO xx'-\'bc ^^ ft-}»e~(x— xQ ^ 

'• :S?iH^ ~ rf+a-.(x— X)' "ödTTfc d-^-m — b^e "™ 

xxH-a</ ^^^ d'^' ü — (x— x^) 
ad—Fc "^ rf-j- g — b — c 

Setzen wir für den Augenblick [(-^t)«-^^^^ ^f so giebt die 

Gleichung (7.) die beiden quadratischen Gleichungen 

(l + v^)x'' — ((b + c)vi' + a + d)x + bcv^ + ad = 0, 
(l + r')x'^ + ((ft + c)t?' + ii + rf)x'+ftcr^ + flrf = 0, 
wovon die erste mit der zweiten übereinstimmt, wenn man in jener — x^ 
statt X, oder in dieser — x statt x^ setzt; daher sind x .und — x' die W«r« 

CreUe'» Joornal d M. Bd. XXIO. HA. 4. 48 
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zelQ der ersten, x' und — x aber die Worzeln der zweiten Gleicbung. 
Ans diesen Gleichungen ziehen wir also 

x.x 14.1;! , ^ ^ — 1^^, — , 

woraus nach einander folgt: 

xx'^hc =. =^PP, xx'-^ad = (-*;+«/)«" , abo 

xx''\'ad ^^ d-^-a — (j: — jtQ 2 

XA-'-^^bc "*" 6 + c — (a: — j:*) "" 

Aehnliche Resultate lassen sich auch aus den Formeln S« 241. und auch 
aus denen $. 237. und 238. herleiten ; womit wir uns jedoch hier nicht lan- 
ger aufhalten, da diese Herleitung keine Schwierigkeit hat. 

S. 246. 

o 3c dx ox dx 
Zweite siemlich einfkche Integration von t^t^ und ^^p , ^r^^ und ^ p^ , 

veelcbo su einem reellen Modal fuhrt, der ^i ist 

Bezeichnen wir in den früheren Integrationen das Argument mit v 
und den Modul mit Ä., den conjugirteu Modul also mit V; setzen ako v 
statt u/ K statt k und A.' statt k\ und erinnern uns der Formel /'K.snv ss 

)/i~^ in S. 61., 90 ist der neue Modul ifcs j~^, also *'»^ t»Hl 

u 

1. Benatzen wir diese Bezeichnung, so ist in $, 287. <1m Integral 
daher ist der neae Modal 

. __ 2\rC{e-a)(ä- h)(e- b) (d-a)) „ , 
* — \r((c-«)(rf-60+V((c-6)(rf-a)) "°" 

*' ^ i, _ y((e-a) (rf-&))-V"((c-6)(rf- o)> 
^— V"((c-a)(rf-6))+V((c-6)Crf-ll)5 ' 

o /*dar__ 2« __/:^ dx 

Ferner ist 

»l+dn« '(c— aXd— *) ' (rf— «)(Jt— c)» 

, i/ l— dnu ^/ (e—b)(e—a) J x—d 
^' ri+dn» r(rf— 6)(rf— a)*r jr— c' 
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und die umgekehrte Formel ist 

A - = <>V"((c~ft)(c — a)).(t4-dn«)--cV((rf— &)(i^— o)).(l — dB«) 
*• V((c— *)(c— «)).{! + dn«)— *r((rf— 6)(rf— a)).{t — dn«)' 

Für « a= ist noD a? =s <f and fBr ti s= £ ist d? = c, weon man beachtet, 
dafs dano dnttssA;' md 

i—h' _ V^((c— ft)(rf— o)) . . 
I+Jfe' "~ \r((c— a)(rf— 6)) "^ 

^ anter der Yoraassetzang, daCs « 
zwischen den Grenzen h and c enthalten sei, gefanden werden, so bleiben 
die Formeln (1.) and (2.) aogeäudert, unr dafs jetzt y and u fär xas^ 
verschwinden. Ferner ist nnn 

. |/ 1 — dnw __ |/( rf — o)(c— g) | /jr — t 
"• ' l + dn« "" »(rf— 6) (c—J) '"jT—a» 

ß ftV-((rf-a)(c— «)).(t4-dn«)— «V;((rf— 6)(c~.6)).(t-diit«) 

"• y((rf—a)(c— «)).(! + dn«)- •r((rf._j)(c_4)).(i_dn«) * 

y»__„ gefunden werden anter der Voraud- 
setzong, dafs ae zwischen den Grenzen a und b enthalten ist, so müssen 

wir, dem $. 240. gemäfs, K =s V LZaWrfZfe) setzen, wodarch wir erhalten 



7. 



. __ 2 ygft — g) (rf— c) (c— a) (rf— ft)) 
'^ "• V-((c-g)(rf-ft)) + V^((*-g){rf-c)) » 

V -((c- a) (rf^ »)) - V((ft - o) (rf- c)) 
** — V^((c--«)(rf~6))+V-((Ä-g)(rf-c)) ' 



^ __ 2u f dx 

ö. y — ■Y-if^^^c-a){d-b))+}rC{b--a)(d—cy) " JyriiiK'' 

l/ l-dn« _ l Kd—e){d-b) ll x^a 
*• "l + dn« ~" •'(c-g)(6-g)'''rf-x' 

... ^ _ g\r((rf-c)(rf-.ft)).(i4.dn«)+rfy((c-a)(6-g)).(l— dnw) 
'"• ^ "" V((rf— c) (</—*)) . (t + dn«) + V((c — g)(*— aO . (1 — dn«)* 

Es ist nan x^u för ti =s und xssb für u^sa K. 

IV. Soll das 'i^cgral /y?r£« gefanden werden, and liegt x zwi- 
schen den Grenzen c und (2, so gelten wieder die Formeln (7.) und (8.). 
Aufserdem ist « 

fl i/ l— da« ./ (ft—g) (<<—») | /jr— g 

"* ''l+dn« "" '(c— g)(rf— c)*'jr^' 

_ cVa»— a)(rf— 6)).(l+dDu)— 6V((c— a)(rf— c)).(l-.din«) 
**• * V"((*— «)(rf-6)).(l-fdD«)— V"((c-.a)(rf— c}).(.l— da«)* 

48* 
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Aas den vorstehenden Formeln erhält man, dem %. 243. gemäfs, sogleich 
noch eben so viele Formeln, indem man a mit — d und 6 mit <~i: ver- 
tauscht« 

%. 246. 

Die Integratiouen von r^sr^ und z^ZlRj wenn Rss {x — a)(x — 6)(a?— c) und 

also nur eine cubische Fonn ist 

Ist R nur eine arithmetische Form des dritten Grades und 
s5(ar— a)(a? — 6)(x — c), so erhält man die sich auf die Integration von 

v^ und y^B beziehenden Formeln, wenn man nur in den fräheren For- 
meln d positiv und ss ^ setzt. Dadurch erhält man sofort aus den For- 
meln %. 237., indem man wieder a<ib<^e annimmt, 

/\ Bx ^ 2 a 



I. 






a — c.oo* w 



■U*M 

Hiernach ist fOr tfasO die Grö/se xss-j und för t( = JSC ist d?=s«, und 
also ^ zwischen den Grenzen ±,\ und a enthalten. 

II. Die Formeln S. 238. geben 
y—JyT'-R VC*?-«)' '*— rc— a» *^ — rc— «' 

,/(c -o)(x— 6 ) J {e^a)(a:—b ) , /(^-<t)(c— «) 

toctt = v'^j, sncH = V'^^» c°ctt = ^^f^f, duci. = l/^«, 

fc(e — n) — a(c — A)gn^u _^ ft — a+^dn'u 
^ — c— a — (c— Ä)8n»u dn»fi * 

und es ist also x=^b für ti sO; femer xz=z e für u^^^Kß also x zwi- 
MliAn iIau Grenzen b and c enthalten. 
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in. Die Formeln $. S40. geben nnn 

t»«=Vf55» «»" = l^f5|' c»«=l^|E^» dn«=j/^, und 

Fflr 11 = ist :r ss= a und ffir ti ss ÜC i^t x=^h, also d? zwischen den Gren- 
zen a und 6 enthalten. 

IV. Die Formeln %. 241. g^eben 
tnc^^l^S' «°°«"=l^SrS' «00«=^/^, dnc«=]/5£4' 

i/c — Äsn* w 

' CD* 11 

Diesen Formeln gem&Ca ist x =s c för ii = nnd j? s=: ^ för us:: K, also 
jp im Allgemeinen zwischen den Grenzen c und j^ enthalten. 

S. 247. 

Zweite Art der Integration von ^^ und r^> — ^ , wenn ü = {x — a){x — ft)(«— c) ist. 

Es sei wieder a«<6<^c. Setzen wir in den Formeln %. S45> 
ebenfalls df =s ^ ^ so erhalten auf der Stelle die gesuchten Formeln. 

I. Ist X zwischen +i und • enthalten, so ist 

k — 2V"((g-«)(g-ft)) .,„,, t _ V(c-g)--r(c-6> 
* — V(c_a)+V*(c-6> "°^ '^ — V^(e_«)+y'(c--i) ' 

y " dx 2m J i — iau J (e — b)(c— tk) 

^ V—R "" V(e — a)-\-Y'(e—b)* » l+dn« ~" " (c— »)» 

__ V((c— fe)(c— a)).(l + dnw)— c(l — dnw) 
*^ V((c-Ä)(c — a)).(l+dn«)- (l — dn«)' 

II. Ist a: zwischen b und e enthalten, so ist 

* — 2V^((c-a)(c-ft)) .,__ \r(c-g)-y(c- A) 
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fdae 2u J i—^u |// c— o \ -tl x—h 

JST^'R " V(c— a)+V^(c— 6)' 'l+dn« '"' rVc— ir^x— a» 

— ftV(c — a)-fl+daw)— aV(c--t).(l— dn«) 
* "^ V"(c—a). (1+dn«)— V(c-6).(1— dn«)* 

III. Isl X zwischen den Grenzen a and b enthalten, so bat man 

., ^ 2V(ft— a)(c— g) », _ V{.e—a)^yr{h—a) 

" — y(c— a)+V(6— «)' "" y"(c--a)+V(A— a) » 

y ^gac __ 2 « | /1 — <n« J (x—a)* 

VTl — v-(c_a)+V(J— o)' •'l+dn« ■" ' (e— a)(A--a) ♦ 

__ g(14-dntt)4-V"((e— a)(»— a)).(l— dnti) 

lY . Ist endlich x zwischen den Grenzen c and ^ enthalten, so hat man 

. _ 2y((6-aKc-«)) jfc/ _ V ^(c-a)-V(ft-«) 

** "" y(c— «)+V(Ä— ö) » "" V^(e— a)+V(»--a)' 

y*3a? 2« | /1— daw |// d--a \ | /3c— c 
^ "" V"(c— a)+V"(i— c)' "l + dn« "~ r Vc— a/ * •'«^^» 

__ cy(ft — <i).(l+dau) — tV(c— «).(1 — daw) 
* "" V"(6— o).(l+dn«)- V"(c— a).(l— dn«)* 

S. «48. 

-r4^, wenn X eine rationale (ganze oder gebrochene) 

Function von x^ und R eine arithmetische Form des dritten und vierten . 

Grades in Ansehung von w ist 

Es ist im Yorbergehenden umstandlieh davon gehandelt worden, wie 

das Diflfereuzial ^-^ , wenn Rz=:0 eine Gleichung vom dritten oder vierten 

Grade in Beziehung auf x ist, jedesmal auf M.du reducirt werden kann^ 
wo M eine Couslante bezeichnet^ und bei dieser Umformung ist, wenn / 
eine Modular* Function des Arguments u vorstellt, der Ausdruck von x 
entweder von der Form 

X - ^+^^ oder X - ^+^^' 

Substituirt man denselben Werth von x^ durch welchen ^^^ =s Jf • dti wird, 

auch in dem Factor X^ so erhalt der Ausdruck ^^ die Form ü.du, 
und es ist also ^ _, fü.du. 



Si ^ ize k nt er Ai^ekniii. ^.840. MI 

W «ut ntiiiule guse FiiMiioii von «^ M )mrt<»htl7 MRiOUedera vöti 4» 
irom mf^^ und bt^^ qdA da < eine Modiilmr^Piinctiöii des A rg m cnft i ti 
ist, m köimeii die Integnle /«/^*^^^fi mA/ht^\3m nnoli den R^dvctiOfHi- 

formdi den ^ 71. getuüäcü wwdeik 

bt jdber 17 eine febraöbeiie S^wiotiM v<mi r> M kuM 9te «eriflilH 

^üwdra Hl Glieder ^«e» der Wm m^^y */•% (4fXäfY ^^ ( 4-AV ^ weWie 
lut dv vmbipIkM mid dum iategrirt t ro r deü Minen. 

liu kmoa mber mkA ver der KerfiHlmg vm I7> < « ^v eehee«« 
«id wird die 2ier4Ulug mq verfenewneiii eo erlük «im Gtiede«^ VM 

welche emerlei sind mk 

me^, *<^^, -a^— und -:x^* — -si» 

Es ist daher nsr noch von der IntegreUen der Brdche 

du f^^s ^H . f♦^^t« 

so haodehK 

Die Integration von f^x^y ^' f^iSiV^ ^ vrwn I eine lioduler^^Punollon von n Itt 

Da < eine Modalar- Function von u iet» so wird der Zusammenhang 
xwischeu i und u dnroh eine Difl)irennial- Gleichung von der l^orm 

auagedröckt, und e% ist also, wenn dyms^ fs^iff? '^' 

Setzen wir nan a+ß^c=st;, »LiO <n^^, 6t^^^ «-f-3ftr-|-e^s 

■ — ■ , ^ ■ — ^ f ^ wefin fiiAB 

xor Ahkärzoog setzt: 

H Ol '— na, i? «tf e« 
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und also ±y= /,.v-(^+4i^„.t-2^^«+4^i;»-H^«,«) - Differenzürt man nun, 
zar Abkürzung setzeud: ^ + 4^v + 3^f'+4Z)v' + £v*ss A, also dlS 
== ^(B-\-Cv{-3Dv'+Ev').dv, den Ausdruck ^, so erhält man 

a /V*Ä\ _ _ (r -l)^.at> 2 ( 2r— 3)11. 3» 2(r— 2)C.at> 2f2r~6)P .ap 

Da aber /•Ä = ^./-(a+2*/'+cO, «Iso ß^ = Vca+a^i^+eM) = 
±8u iatj 30 erhalt mao, wenn man 

setzt, die Beductions- Formel 

— .(aß*+2*a'ß* + <?a*)(r— l).[r] + 2(ftß'tt + ca»)(2r— 3).[r— 11 
^2(Jß' + 3<fa')(r— 2).[r— 2H-2ca(2r— 5).[r — 3] — c(r— 3).tr— 4]. 

Ist z.B. ^sssn«, also ^ « = vT i - (1 +**) <* -H **"?*) ' *® ^** "*" *~^» 
2»= — (l+*0» <? = **, folflich 

/?» CD w dn tt ._ 
{a+ßan'üy^ ~~ 

«.(a»-_ß»)(At'a»— ß»)(r--t)[r] + (2*'«»— (l+*')ß*a)(2r— 3)[r— 1] 
+ ((1 + *') ß'— 6a»*') (r— 2) [r— 2] + 2Ä* a (2r— 5) [r— 3 j— Ar' (r~3) f r—tj. 

Setzt man aufserden a = l und ß^Arsna, so bat man 

fc,nacnudnu ^ __d«l« ^^ ^-^^ ^. £EL?±.45!f (2 r - 3) . [r- 1] 

(l-f-ftsnasnu) 

Ist r=:l, 80 kann das Integral nach S.210 — 21 8. gefouden wer» 
den. Wir könoeii aus der vorigen allgemeinen Formel sogleiefa noch eine 

zweite herleiten, indem wir a mit ß, a mit e und — mit t verlauschen. Da- 



I 
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darch verwandelt sich du ts +-— -—-l*— rrr in r^=^4 

—du 

~ +V{a+2i«»+c<«^ , d. h, es Terwandelt sich du in — du. Setzen wir 
Dan das Integral 

so haben wir noch die Formel 

„ . aK£-KV^(a±2bt*+et*) 
"• ± (a+zSO-* 

= (aß* + 2Ä/3'a» + <'a*)(r— l).W~2(Ja«ß + aß')(2r^3).fr— 1] 
+ 2(*oH3«/3';(r-2).[r~-2]-2flß(2r-5).[r-3J-a(r-3).tr-4], 

in welcher wieder ^«=^± y>^^^//,.^^,,^ ist 

S. 230. 

Die Integrationen von ^^^^'^^y , und ^~^^_, wenn f eine Modalar- Function 

des Arguments » ist. 

/; dt 

'~J(u+/it*yY^ia-{-2bt*-\-et*y «»"»t^eman a+ß/* = »y dsdann ist / = 

^5-' ^'=2^?^' ferner a+2g^-Hc^=. "^+^^^<y+^»-")' . 
folglich 

wenn man zar Abkärzong 

setzt. Ferner ist, wenn man A+Bv + Ctf-^Dv' ss B setzt, die Gröfiw 
R sr aß(»— a) + 2J(»— a)»+-4(t>~a)* = aß»<»+ 2Jß*«*+<?3»l« s: 
ß'/»(a + 2 ftr + «/♦), «Iso •■il = ß/»r(a + 2ft/» + c«*). 

Cnlle^ Iwinal d. M. Bd. XXm. Hft. 4. 44 
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Differenziirt man nun —^^ , so erhalt man o \—f=i) = ^ ^VT L 

. a /V^^ _ — (2r— 2)^.^3» {2r—Z)B,\Bv 2{r-i)C,\dv {2r—&)D.kBv 
**"*"* *^V;F5; — v'.V** tF^vTl «'^».VJl «^J.VÄ 

und da ^^ = ^iy-(^^2ftt«+cM) = y(a+2*P + c««) " ^^»^ "*' '<» 
liat man, wenn mau gliedweise integrirt und zur Abkürzung 

setzt, die allgemeine Reductionsformel 

j ^ /gtV(a4-2&f'+cl«) 

» (aßa— 2la' + 4a») (2r— 2).[rl — (aß— 4*« + ^-)(2r— 3).[r~l] 

_-(26-»^).(2r-4).[r-2]— |(2r-5).[r-3]. 

Vertauscht man in dieser Formel a mit c, a mit ß und ^ mit ^, wodurch 
sieh du in — d« verwandelt, und setzt das Integral 

SO erhält man die neue Formel 

= -(caß~2*ß« +^)(2r~2).M+(ca-4*ß+^)(2r-.3)[r-.l] 

4.(2*-if^)(2r-4).[r-2] + |(2r-5)[r-3], 

ia welcher wieder d ii =s ^ ,i,2ft<»4- im *** ™^ ^'^ ' ^*"® beliebige 
Modular-Fanctioa des ArgumeDts ti oder auch seines Complemeots vorstelltw 

S. «51. 

Reduction des Ufitersehiedss zweier Modular-Integnde von der zweiten oder vierten Classe, 
deren Parameteir sich zu K ergiozeni auf ein einziges Integral von derselben Classe« 

Beziehen wir die Modular-Fonctionen^ des Arguments u auf den 
Modul kf und die des Arguments v auf den kleiaereo Modul Ky wie in 
|.51--54.y 80 ist nach Formel (13.) g.62t 

j, rk dnu-f-doe«!^ 

do2»=^^p-, 
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also do*2r = ^°*"^^^*)ü"*"''*^ «"»^ 2r = (l+*0-»> »»«> 5(2r) = 

(i-^k').3u. Mnltiplicirt man hiermit die yorige Gleichoog und int^rirt, 
so entsteht 

irt _ eIu-f-£ — elctt-|-2ifc'« 

Setzt man in dieser Gleichong u =s JT, also v=: L^ und bezeichnet dea 
zam Modul A. gehörigen elliptischen Quadranten mit E, so hat man, dd 

el(21>) = 2£, ist, 

2B. = 2^b?^, „nd da 2i:^ = (l+*').jr, also 
y- = -j^9 mitbin 
» —^ — l-2*'ii 

ist 9 SO erhält man durch die Sabtraction dieser Gleichung von der obigen: 

j, ein — -gr-u— (eI(Jf— n) — y (JS^ — w)) 

el2r— ji.2r = j^p 

Da nach $. 201. el«— ^.tf =fl(ti), el(lC— «)— ^(J!C.-ti)cs 
H(Jir — ti) SS €?(«), und eben so auch, mit Beziebong auf den Modul K. 
el(2r) — V • (2 f) = fl(2 0) ist, so reducirt sich die vorige Gleichung auf 

I. U(2V) SS j-jpj; , 

wenn man H(u) und &(«) auf den Modul Ar, hingegen fl(2p) auf den 
kleineren Modul \ = j-pp bezieht. 

Mnltiplicirt man die vorige Gleichung mit d (2 e) = (1+^:0 •du, aud 
integrirt, so entsteht, da H(u).du =s dlogHl(u) und —G(u).du = 
d\osGl(u) ist, die Gleichung logH/(2p) = IogÄ/(tt) + IogC'/(«)-f.Ioga, 
wenn man die Constaote der Integration mit loga bezeichnet; oder auch 
Ul{2v) = a.Utu.Glu. Da nun für « = r — 0, Htu =s ^k', Glu = 1 
und Hl(Qv) SS v^\' ist, so ergiebt sich )^K' ss a.^k', und also 

Man findet auch noch zwei neue Gleichungen anf folgende Art 

44» 
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Es ist uach %. 52. /'ä..sd20 = Arsntf socti, uod da sii3r ^^^^'tMn^\ t 

1 Mu 1 Blu , 

^»"^'vTi-BrS' «"*'*' = v^ft-Gi;7' ***** 

J/(2«;) __ Mu^ Blu 
m{2v) "■ Hlu'Glu 

Ist} 80 findet mao, wenn die Gleicbnng (2.) biermit inultiplicirt wird, 

Nimmt maa auf beiden Seiteu die natürlichen Logarithmen und dif- 
ferenziirt die Gieichang, 00 entsteht , da dlog AI (2 v) ^s A{2v),2dvj 
dlosAlu = A(u).dUy d\ogBluz=z—B{u).du nnd d{2v)^{\^h').Bu 
ifit, die Formel 

4. ^(2.) =. ^^4^>. 

Zusatz. Da nach «. 64. L =-±^.ü: und JJ ^(i^k').K', 
al«o/:,|i'ÄÜ+*2!.JirK' und 2» = (1 +*')•«, folglich (2p)' = (!+*')'.•»' 

«i3F ^USP 



2 

ist, SO ist i|^ = 2.j^, also ^«2^^^ und r^««^./"* 



Da nun Hlu = «♦**\93r'tt, ff/ii = e«*«^.©!'«, J/ii =» «^=^.9«'« und 

Blu^ss €^'^\^Vu ist ^ 80 verwandeln sich die obigen Gleichungen (C. 
nnd 3«) in 

6. ^^ = y^p.93rii.®I'ti nnd 

Werden diese beiden Gleichungen logarithmisch differenziirt, so erhält man 
noch 

8. r(2») = 2:i!j=|^'. 

In diesen Gleichungen (5 ~ 8.) beziehen sich also die Functionen des Arga« 
ments u auf den Modul k^f wahrend die Functionen des Arguments 2v 

sCl+ft").!! sich auf den Biodul V^^ j^ beziehen« 
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Wählen wir non aufser den Argumenten u und v oder 2r noch 
die Argumente a und 2i und bezieben also die Functionen de« Argumenta 
a auf den Modul k, also auf k^, wenn der conjugirte Modul genommen 
werden soll, und die Functionen des Arguments 2 b auf den Modul \, also 
auf K% wenn der conjugirte Modul zu nehmen ist, so ist nach $. 261. 

und hieraus folgt 

, m(2v+2b) wi /g(«+«) wi /e^(«-«> 

Feraer ist ir(2 i) = ^^^;=l^\ also 2».fl(2*) =« «.»(a) — «. €?(<!> 

Da aveb 

@(2o,3*) = 2r.fl(2J)-log}/]g||±|^\ 

e(«,tf) = «.H(a) -logf^g^ «od 

Ist,' so bat man 

1. @(2»,2*) = @(tf,a) — @(«,ir— «> 
Gans eben so findet man die Formel 

«. ®(2», 2*) = e (tt, JK— a)--6(ii, «), 

nnd jD(«,«)~S)(t»,Ä-«)=:~2i».^(2*)+log|/^|^||>, da 
if.ii(a)— «.B(a)»(l+A')ti.il(2d)s=2o*^(26) ist. Da aber nach %. 200. 
r-Ai2b)^B(2b)-^^^^ ist, so folgt 

^(v,a)-^^(u,K^u)^-^.;;J^-^2^,Bi2i)^Jos]/^^^, oder 

3. S>(2r,2»-.jj5|^ = SD(«,«)-©(tr,Jr-a). 

In diesen Formeln ist 2bss(i^k')*a, so wie 2vaB(l+A0><f* Ans der 
Formel (3.) $. S51. folgt 

anfserdem ist 

'6(ti,Ä-«) - -«.^(«)+logj/^g±^, 
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'€(«, ÜT-«) « -«. H(«) + log ]l^-^ und 

'D(«,JC-«) = •,.G(a) + logV/^fg±g| 
gemftfs S.S03. Daher erhalten vrir 

oder auch 

c='€(ti,i8:—ii)— '6(11^ fl)-f2r.Jf(2ft) und also 

6. '6(to Ä— «)— 'g(ti, a) = '€(2r, I/— 2*). 

Bodlich findet sich log l/'^ggi^^j = '©^^ 

«'©(ii^Ä—fl)— 'SD(ii>fl) + 2r.fl(2ft), oder 

6. 'JD(ii,ä:-«) — '©(tf,a) « 'e(2r,i}— 2*). 

8. 258. 

Summen oder Unterschiede der Modular-Integrale von der ersten und dritten Oasse, 
deren Paramet^ sich zum conjugirten Modular- Quadranten ergänzen. 

Im elfteu Abschnitte wurden zahlreiche Formeln entwickelt, durch 
welche Modular* Integrale von der ersten und dritten Classe, deren Parameter 
sich zum conjugirten Quadranten ergänzen, mittels eines cyklischen Arcus 
auf einander zurflckgeföhrt werden. Kann die Summe solcher Integrale 
durch einen cyklischen Arcus ausgedrückt werden, so kann ihr Unterschied 
auf ein einziges solches Integral zurückgeführt werden: kann im Gegen-- 
theil ihr Unterschied durch einen cyklischen Arcus ansgedrfickt werden, so 
kann ihre Summe durch ein einziges Integral dargestellt werden; wie es 
nun gezeigt werden soll. Da K — ai^s^ — i^a-^iK) ist, so verwandelt 
sich die Gleichung (1.) S* 258., wenn darin ai statt a und bi statt b ge« 
setzt wird , zunächst in ^(2 1?^ 2 6) = S(u, a) + S{u^ a + 1 £) , und da nach 
8,182. Ä(ii,a + tÄ)=i — 'iS(ti,i£'— ä) Ist, so ergiebt sich 

\. S{u, a) — 'S(u, K— d) = S(2 1?, 2 *) far a<i K\ 
und aus den Formeln $. 206. findet man 
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Die Formel (S.) $. 252. verwandelt sich zunächst in S{2v,2b) b 

'-C(ft,a+iK)—C(u,ä)i und da C(«^ a + iJS:) = ~^^. «+'(?(«, K'—«) 
ist, so folgt 

*• ^.«--C(«,fl)-'C(tt,J5:'-«) » Ä(2»,2*), 
und aus den Formeln $. 206. findet man 
'C(u,K''-'a)—Ciu,a) = (*'»8n'asnc'a)«— arctang(^'J'snt»8ncii). 

Die Formel (3.) $. 252. giebt zonfichst D{2v, 2»)+^^^- 

zsD(tt,ä)+Ditt,a'\'»K), und d» B(v,a + iK)za'D(u,K'-^a) ist, so 
erb&lt mao 

und die Formeln $.206. geben 

'l>(ii,K'-ii)-l>(tt,a) = ^.«-arctang(^so«8Bc«). 

Da 1/ s (1 -^kO.K' und 2» er (1 +*0a ist, so ist L'-^ 2b s 
(i'{-kf){K''--a). Setzt man also K' — a statt a in den vorigen Formeln, 
m Terwandelt sich 26 in L' — 2 b und wir erhalten 

4. Ä(ii,JC'—a) --'«(«,«) a Ä(2»,£'— 2*) und 

S(ir,Ä'-.a)+'Ä(«,«) « ^^«-«»rctaBgg^^sntisnc«). 

Die Formel (2.) verwandet sich in 

5. 5^.« — C(«,ÜC-«) — 'C(i«,a) =: S{2v,I/-2b) und es ist 

'C(Uja) — C(u,K'—a) s (A'^sn'asnc'a).»— arctang(^|snt(8acif). 
Die Formel (3.) verwandelt «ich in 

6. />(ii,K'-«)+'D(ii,«) =« ^^|*.2r + I?(2p,L'-2ft) 

and es ist 'D (w, «) — !>(«, Jf '— a) = ^^ . « — aro tang (^^ sn « snc u) . 
In diesen Formeln ist 

Man darf auch nach $. 83. in den Formeln (1 — 8.) 3*262. K mit 
kf nnd V mit Ar vertauschen, wenn man v statt u, also h statt a^ und \u 
statt 9^ also \a statt ( setzt Hierdurch verwandeln sich jene Formeln in 
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©'(«,«) = ©'(»,»)— ®'(»,I^'—Ä), «'(«,«) « €'(t;,L'— ») — €'(»,») und 

Setzt iBftn in diesen Formeln noch vi statt v ond «t statt ti, so f^ebt die erste 

7. 'iS(p, *) — 'Ä(r, L'~«) =s '«(«, «) für *<*!/', 
und die Formeln %. S06. geben för die Summe : 

'«(»,») + '«(»,!.'—*) Ä arctang(\«sii'*snc'*.2~)— (X*sn'*sne'»).». 

Die zweite Gleichung giebt 

8. 'CiVy L'— *) — 'C{v, h) z=z '8(u, o), 
und die Formeln $. SOS. geben 

/^•(r, L'— *) + 'C(»,*) es arc tang(\'*sn'* snc'*.^) + (X.'»sn'* sno'Ä) . «. 
Ferner bat man 

und die Formeln $.806. geben 

'Z>(r,ft) + '!?(«, L'-*) = £i75^+»rctang(^«sn'*sBc'*.^). 

Yertansehen wir aneh in den Formeln (4., ft^^ 6.) §• S6t. \ mit // 
und Ä.' mit Ar, indem wir r statt ti, 6 statt a, ^ti statt v und ^a statt b 
setzen, so verwandeln sie sich zunächst in 

^@' (r, L'^ b) — '@'(r, Ä) = '©' («, Ä'— a), 
/^/ („, I,' ~ ft) — 'g' (r , ») « ^€' (11, Ä'— a) und 

Setzen wir nun noch vi statt v nnd tit statt ti, so erhalten wir 

10. S(v,l4'—b) — S(v,b)=^S(u,K'^a) für ><{£/, 
nnd den Formeln ^ 206. gemäls ist 

S(v, L- ») + S«., J) = ^^ - .« ta.g (j;^ . ^^J . 

Femer int 

1 1. C(», I/'— b) — C(», 4) =5= £?(«, ä:'— «), 

nnd den Formeln $.206. gemäfs ist 

C(r,l/-*) + C(r,6) « -(^''»n'ft/»nc'*).t; + arctang(^jj;yL_^.to£j 

Endlich ist nedi 

1«. D (c, I,'— *) — D(,Vy b) =s C(«, iC'— «), 
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und den Formeln $.206. geniäf» ist 

Den Zusammeubung zwiscbeu den Argumenten u und v und ihren 
Modular-Punctionen, ferner zwischen den Moduln und den ihnen zugehö* 
rigen Modular- Quadranten drücken die Formeln $.51 —64. aus; der Zu* 
sammenhaug zwischen a und b aber ist so beschaflen, dafs man nur ai statt 

fi und bi statt v zu setzen hau Hiernach ist also tn(at) = (14-^)^71^ 
oder sn' a = ( 1 + ^) sn' 6 snc' * und rflckwarts sn (b •) = |/ j±p . ^xX^St) 
oder tn'A= ^/;+^^l/i7|"^ oder auch ^^. .tu' b ^ ]/\^^ . 

Die Formeln (1 — 12.) finden vielfache Anwendung in der Geo* 
metrie und Mechanik. Setzt man in den Formeln (10 — IC.) noch ai statt 
a und bi statt b, so erhält man entsprechende Relationen unter den Mo- 
dular- Integralen der zweiten und vierten Classe, die wir aber der KuRüe 
wegen übergehen. 

(Die Fortsetzung folgt) 
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15. 

lieber die Inte^ation eines merkwürdigen Systems 

DifTerentialgleichungen. 

(Vou dem Ilerru Prof. Richclot ku Königsberg in Pr.} 



jDekaunllich hat zuerst Lagrange die vollständige algebraische Integral* 
gleichuug,. welche der DiBerentialgleichung 

^ dy dx 

Genüge leistet und die von Euler auf einem indirecten Wege gefunden war^ 
vermittelst einer eigenthflmlichen Methode direct abgeleitet und im 11. Ca* 
prtel der Theorie der Functionen auseinandergesetzt Es ist mir gelun- 
gen, diese schöne Integrationsmethode in der Art zu erweitern, dafs ich 
dadurch ein System von Differentialgleichungen b^vX ähnliche Weise integrire. 
Dieses System gehört zu denjenigen, deren vollständige algebraische Integral- 
gleichungen, wie Hr* Prof. Jacobi, im 9ten Bande dieses Journals S.402, 
zuerst bemerkt hat, in dem Abehchen Theoreme enthalten sind, während 
ihre Integralgleichungen in transcendenter Gestalt sich aus der Form der 
Differentialgleichungen, in denen die Variabein separirt sind, von selbst er- 
geben. Ja, man kann das von Abel befolgte Verfahren als eine Indirecfe 
Integration des Systems Differentialgleichungen ansehen. 

Demungeachtet wird die directe Integrationsmethode, welche Ich hier 
mittheile, nicht uninteressant sein, und ich werde, um die Analogie mit der 
Loffrangeschen deutlich hervortreten zu lassen, letztere dem Wesentlichen 
nach zuerst darstellen. 

S. 1. 

Ich setze der Kärze wegen 

A + Bx + Cx^ + Dx' + Ex^ = fx, 
so dafs die Gleichung (1.) in folgende fibergeht: 

o ^y ^ ^^ 
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Man kann nun y und x als solche Functionen von / belracbten, ^welche 
doreh die Gleicbungen 

bestimmt werden; denn durcb diese Annahme geschiebt der Gleichung (8.) 
Geudge. Fuhrt man nun aufserdem die Yariabeln p und g ein, und zwar 
durcb die Gleichungen 

4. y + a:=:p, y— a? = y, 

so ergeben sich sogleich aus (3. und 4.) die Ausdrücke für ^, ^ und ^^f 
wie folgt: 

Layraujfe setzt hieraus die Gleichung 

zusammen, und zeigt durch Ausfuhrung der Rechnung, dafs der rechte Theii 
derselben durch ^ obue Rest theilbar ist Man sieht dies leicht ohne Rech- 
nung auf folgende Weise ein« Setze ich n&mlich 

F(x,y) » iiy-x)(ry+r^)—(ry-f^)i 

80 erhalte ich 

F'y = i(y-a^)rr-i(rr- r^), *^'y = i(y-^)r'y; 

welche drei Ausdrücke für y^=^x verschwinden , und daher zeigen ^ dafs 
F(a?,y) durch {y — xf oder y^ theilbar ist Da nun F(jc,y) =— F(y,Ä) 
ist und den 4ten Grad in Bezug auf keine der beiden Variabein fiberschrei« 
tet, so erhält man durch Vergleichung der Coefficienten der beiden höch- 
sten Potenzen von y, 

F(x,y) = (y-xy{B{x + y) + iD], 
und durch Substitution in die Formel (6.): 

Hieraus ergiebt sich sofort folgende Gleichung: 

7. J|£^ jLA^!l,Jl__j = 2Epdp+Ddp, 

45» 
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welche , aar beideu Seiten iniegrirt , aaf folgende Gleicbnng föhrt : 




—Ep' — Dp SB Consfans. 

Substituirt man nun endlich in dieser Gleicbnng die Formeln ( 4. und 5. ), 
HO erhalt man folgende vollständige Integralgleichung der ÜiflTerenlial- 
gleichuug {9.)i 

8. {-^-^^^^^y -Eix + yf-Dix + r) = Constaos. 

Ich werde jetzt das System der beiden Diflcrentialgleichungen 

betrachten, worin der Kflrze wegen gesetzt ist: 

10. /•« = ^ + J?x+ Ca?' + />a?» + ßar» + Far* + Ga^, 

Man kann die drei Variabeln x, y, « als Functionen einer vierten t an- 
•eheu, welche durch die Gleichungen 

betitimmt wird, weil dadurch den beiden gegebenen Gleichungen Genüge 
geschieht. Fährt man nun auiserdeni die Grüfsen 

\%, l=sy^z, usaar— a?, ^ssx—y, p=sx + y-\-z 

ein, so erhalt man folgende Formeln: 
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Man bilde non folgenden Aosdrock: 

V Q ÖV diJ.v.Q dp 

und (ubre der Analogie wegen ^ ^= | »u • ^ ein, so erhält man, mit Benutzung 
der Gleicliung (12*), nacb leichten Bedactionen, die Gleichung 

Ift »^^P Bq dp 
"• ^ dt^ ei' ei 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine sogenannte allernirende Func- 
tion der Variabein x, y, z, welche in Bezug auf keine derselben den 7ten 
Grad übersteigt. Vertauscht man nämlich z. B. x und y, so geht der Aus- 
druck in einen andern über^ welcher ihm sonst gleichi aber entgegengesetzt 
ist Ich schliefse hieraus, dafs derselbe durch eine ungerade Potenz des 
Products 

theilbar i^t. Wenn man ihn nun nach x partiell differentiirt und diejeni- 
gen Glieder des Üifierentials wegläfbt, welche in {x — y) mnltiplicirt sind, 
so erhält man 

i(r— «)(«-^)t(«-^)Y'r~Cy-«)r^]+2(>— x)Ya?— 3(>--s)(s-ar)'/y 

Diese Glieder verschwinden für x = y^ und daher ist die rechte Seite der 
Gleichung (13.) 9 weil ihr partielles Differential nach x, den Factor (a? — y) 
besitzt, durch {x — y)^ theilbar. Man schliefst hierauis sehr leicht^ dafs die 
ungerade Potenz des Products 

{y — z){z—x){X'-y), 
welche in dem erwähnten Ausdrucke aufgeht, die dritte ist, und dafs der«* 
selbe die Form annimmt: 

(r-^V (c - xy {x—yf {M(x + y + z) + N). 
Für die Coefficienten M und A^ findet man endlich durch Vergleichuug 
der Glieder von den beiden höchsten Dimensionen in Bezug auf eine der 
Variabein, z.B. x, mit Hinzuziehung von (10.): 

M = G, 2V = IF. 

Aus der Gleichung (15.) geht hienach folgende, mit der Gleichung (7.) ganz 
analoge Differentialgleichung hervor: 
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dp 



^di 






1 

welche, auf beiden Seitea lotegrirt, zu folgender Gleichung führt: 

(If) 

}£1L — Gp^—Fp =r Constans. 

Sfan snbstituire hierin nun die Werthe för p, q, ^|, welche sich aus den 

Gleichungen (18. und 14.) ergeben, so gelangt man zur folgenden „voll- 
„ ständigen algebraischen Integralgleichung der Differentialgleichungen 

dx , By _i _9£_ ft ■ffgjr , ydy j^ zd% ^ 

— e(ar+>-4.«y = Const 
Hieraus geht auch sogleich von selbst hervor, daCst die Function 

eine Lösung der den beiden gegebenen gewöhnlichen Differentialgleichung- 
gen entsprechenden partiellen 

18. (r-z) /•(/•^)(|~) + (z^x)nfr) (1^) + i^-rXifz) (|^ = o 

ist. 

Die Differentialgleichung (2.) geht durch die Substitution von 

in folgende über: 

wenu Fjp = J[a?* + Äa?' + Car* + I>a? + jE gesetzt wird. Die Integral* 
gleichung der letztern ist nun nach der Gleichung (S.)? wenn man nur 
dort statt y, x^ f; y^ a?i, F einfährt: 

Man kann daher schlieCsen, dafs die hieraus durch die umgekehrte Substitution 

__ 1 _ 1 



^ 
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hervorgehende eodh'cbe Gleichung: 

der Differentialgleicbung (2.) Genfige leistet. Ganz auf dieselbe Weise 
kcliren durch die Substitution von 

SB — s= — = — 

die Differentialgleichungen (9.) in dieselbe Form zurück, nämlich in: 

Jfjjlxi , yi dy, . z^dz, __ ^ 
V{Fx,) ^ •(Fr.) ^ ViFz,) — "• 

V(Ps,) ^ ViFy,) ■'^ 7{F^) - "» 

wo Fx = Ax^-\-Ba!^-{-Cx*-^Dx^-^Ex''-\-Fs-\-G gesetzt ist, und 
es ergiebt sich daher eben so die Gleichung 

20. f y»»' (y-g)/f/'^)+«' J^' iz—Jc)V(fy)^x*y* (x—y)V(fz) Y 
t xyz{y — z){z — x){x — y) i 

_B(l- + i- + l)_^(l + l + iy = Const. 

als eine Integralgleichung der DifferentialgleichuDgeu (9.), oder, wenn v statt 
Const. gesetzt wird, als eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (18«). 
Es findet jedoch zwischen den hier auf dieselbe Weise gefundenen 
neuen Integralgleichungen (19.) und (20.) ein grofser Unterschied in Bezug 
auf ihre Natur statt. Denn die erslere mufs, weil eine Differentialgleichung 
erster Ordnung zwischen zwei Variabeln nur eine vollständige Integral- 
gleichung hat, von welcher alle in anderer Form erscheinenden abhängig 
sind, die Eigenschaft besitzen, dafs ihr linker Theil eine Fuuction des lin- 
ken Theils der Gleichung (8.) ist Dies ergiebt sich auch durch eine leichte 
Rechnung. Zieht man nemlich beide Ausdrucke von einander ab, so erhält 
man die Differenz 

welche nach der Substitution der Ausdrucke für fx und fy identisch ver- 
schwindet und daher die Identität beider Integralgleichungen (8.) und (19.) 
darthut. Ein anderes Verhältnifs wallet zwischen den Integralgleichungen 
(170 Qi^d (20*) ^^* ^^^ behaupte, dafs dieselben von einander unabhängig 
sind, oder, was dasselbe ist, dafs die hieraus hervorgehenden Lösungen der 
partiellen Differentialgleichung (18.) nicht Functionen einer dritten Lösung 
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«ind. Man ersiebt dies sehr leicht aus besonderen Fällen. Setzt mau nem- 
lieb £r=0, und j^sscc^ so geben die beiden Lösungen in folgende über: 

und 

» yz.(y^z) ) \y ~ zl \y ~ zl ^ 

von denen die erste eine Function von (s^ + y)^ ^'^ zweite eine Function 
von 8^+y und z.y ist. Es geht hieraus hervor, dafs die letztere nicht 
eine Function der ersteren sein kann, und hieraus schliefst man .sogleich, 
Awh die obigen Integralgleichungen (17.) und (20.) von einander unabhän- 
gig sind. Hiernach erhält man folgendes Theorem. 

,,I)as System der beiden Differentialgleichungen 

Bx t Sy t dz ^ 

,,wird vollsitäudig integrirt durch das System der beideu algebraischen 
„Gleichungen 

i^Mrenn der Kurze wegen 

^^ gesellet wird, wo A^ 0, C etc. constante Grofsen sind. Oder, die allge- 
„ meine Auflösung der linearen partiellen Difierentialgleichnug 

^isl eine willkürliche Function zwischen den beiden Ansdnickeo 

..„., < y* g* (r -») •v/'j') + a« J* (a- x) /(/» + X* y* (x— y) y(/-z )| t 

«""** « xr»^y-«)(s-x)(r-y) > 



< + 7 + t)-^(I + 7 + ^)*- 
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%. 4. 

Die ju %. 2. dargestellte Methode, eine lutegralgleichncg eines Sy- 
stems DifferentialgleicbuDgeo aufzufinden. ISSat sieb eben so bei folgendem 
allgemeinen Systeme benalzen und ebne grofse Reebnung durcbfubren. Ich 
meine die DiBerentialgleicbungen 

X i O X i I X^O X^ I _ g Xn Cf Xn ^ 



'Xm dXm Xm. ÖXm X ÖXm 



worin der Kärze wegen gesetzt ist: 

leb werde jedoeb statt dessen eine etwas einfacbere Art der Integration 
för diesen allgemeinen Fall vortragen, bei welcber die Analogie mit der 
Layranpeschen nicbt so deutlich hervortreten wird. Fubrt man die Fune^ 
tion Fx durch die Gleichung 

Px s=s (x — Xi)(x — X2) .... (x — a?^) 
ein, so gehi das vorliegende System Gleichungen in folgendes aber: 

welches, in das obige substituirt, bekannte identische Gleichungen hervor- 
ruft Man kann jetzt wieder or,, or,, ••., jr„ als Functionen einer Varia- 
beln t ansehn, welche die Gleichungen 

00 5^1 — !^^l) ä£l — y^(/^«> dXn _ V(fXn) 

erfüllen. Differentiirt man diese Gleichungen nach t und benutzt sie wie-* 
der in den Ausdrücken des Differentials^ so erhält man folgende: 

ät*"~*V öx, }^ Fjr, F«,,x,— x,T^ Px.Px^ '^i-*,"^"'* 
Cf «n«'a Jounua 4. M. B4 XXIH. Hit 4» 46 
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•••• T"Sv 



y'C/'^i f^«) 



F'X, PXn *X, — X» ' 



a<» ~"*V ö^» ;■'' Px„F'x, •irir:;7"»"Fx, |i*a:, '««-x. n-.... 

• • • • T* £(4 cv • — — — ^— ^ • 

F' Xh r' JTn-l Xä — a?n-i 

Addirt man dieselben und setzt der Kdrze wegen 

so erhält man, da die übrigen Glieder sich zo je zweien aufbeben: 



M. 2| 






ebeu so wie aus (22.): 

Ich zerlege jetzt den Bruch ri~xi in Partialbrüche und erhalte nach be- 
kannten Formeln: 






+ 



f^, t , j fa?„ 1 

(F'x,)»*(x— X,)» '^••""'"Px» "(x— X,)» 

f^)_i_+....+(!<^)_i_j" 



Nimmt man in dieser identischen Gleichung auf beiden Seiten den Coeffi- 
cienten von — in der Entwicklung nach fallenden Potenzen von Xj oder, 
was dasselbe ist, das Resida, so erhält man die Formel 

Hienach giebt die Formel (24.) , mit dp multiplicirt, die Gleichung 
welche die Integration zuläfst und auf die Gleichung 
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oder nach Sobstitutioo der Formela (23.) und (85.) auf folgende eine der 
vollständigen Integralgleicbnngen des Systems (21.) fährt: 

— 4to_i(«i+aPi«««. + ap„)— '^a»(a'i+^!f'«+^»)'' = Const. 
Setzt man statt Const., u, so erhält man hiedurch zugleich eine Lösung 
der partiellen Diffierentialgleicbung 

Man überzeugt sich leicht, dafs dieses Resultat mit den frohem überein- 
stimmt, in welchen » s= 2 und n ss 3 war, und dafs auch die Gleichung 

eine lofegralgleieboDg des Systems (81.) ist 

Es wird Dicht flberfliissig sein, zu zeigen, wie man ans dem AbeU 
sehen Theorem dieselbe Integralgleichung (86.) ableiten kann, welche im 
Vorigen durch directe Integration gefunden ist Ich setze zu dem Ende 
nach der oben angefahrten Abhandlung des Herrn Prof. Jacobi voraus, 
dafs durch das genannte Theorem das System Differentialgleichungen (80.) 
vollständig algebraisch iutegrirt wird, und will daher von folgendem leicht 
zu erweisenden Satze ausgehen. 

9, Wenn die Wurzeln der Gleichung 

„durch Xi, X29 .... Xni i9ix, 1112, •••• fn^ bezeichnet und die CoefBcientea 
„Oo) 01, ..•• Uny b durch die n-f-l ersten dieser Wurzeln bestimmt werden, 
^so sind die n — 1 Bedingungsgleichungen, welche sich dafür ergeben, dafs 
„auch die n — 1 letzten Gröfsen ms, nhj ••.. m^ Wurzeln dieser Gleichung 
„seien, die n — 1 vollstandigeo, mit den n — 2 willkürlichen Constanten 
„ms, m,, •••• m» behafteten algebraischen Integralgleichungen des Systems 
„ Differentialgleichungen 

4«» 
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30. 









„worin ^a?s=s J„=: Jix4- .... Ji^^a?'" gesetzt ist." 

Mau siebt hieraus, dafs es auf die Eiimiaation der Grd&en o^, aj, .... 
a«, i aus den Gleichungen 

31. )«i» + «i^« •••• +«»< == */"(/'-»j), 
Oo + «iwij + . . . . a„i»" s= b ^(fnh)y 



32. 



Äj +01»»« + — «««»;; = * /(/>»«) 

ankommt. Zu bemerken ist, dafs die n Wurzelzeichen in (31.) und daa 
ers(e in (32.) M'inkürlich angenommen werden können, die übrigen aber 
dadurch bedingt sind. Die nach der Elimination übrig bleibenden n — 1 
Gleichungen sind die gesuchten Integralgleichungen. Ich werde jetzt, um 
gerade zu der oben (fefundenen Integralgleichung zu gelangen, diese Elimi- 
nation folgendermaafsen anstellen. 

Ich multiplicire die Gleichungen (31.) respective mit den Factoreo 
1 1 1 1 1 \_ 

worin Fx =5 (o? — j?i) (a? — a^j) ..,. (o? — x^) gesetzt ist, und addire die sinuiit- 
liehen Produete, so erbalte icb, uaeh leichten Reducttoneü, 

_- «»-!-» VFlF7-x-i~ ^ "FTT'*— ^. ^ F^'F-xJ' 

Nimmt man in dieser Gleichung auf beiden Seiten den Coellficieuten von — 

in der Entwickelung nach fallenden Potenzen von x, so erhält man die 
Gleichung 
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ond ebea soy wenn man 

\l/n = (m — m4)(*i-~m2) ..-.(m — inj 
setzt, aQ8 den letzten Gleichungen (32.) folgende: 

86. «... + «,(«n, + m, + .... + i»,) = *{ll^i) + lf.-.) + ....+ !^} , 

Anderseits folgt aber ans den Gleichungen (31») ond (32.)^ dafs die 
Gleichang 

37, (Ou + ÄiO? + •...ö;,ar'')' — *a(Jo + -4i^ + »*- + -^2i»^^") = 
die Wurzeln j^i, ^9., •••• ar„, »li, r/tj, .^•. m, hat; wie auch aas dem vo- 
rigen Satze sich von selbst ergiebt, und man hat daher die Gleichung 

aus welcher sogTeich nachstehende folgt; 

\ — P iA^n^^+ A2n(T^ + X^ .... + OT^ + »l^ + W^ + . ..•inj . 

Erhebt man jede der Gleichungen (33.) und (86.) aufs Quadrat, so giebt 
die Differenz der Quadrate auf den linken Seiten 

[2a„«ifl„ + fl;[(a?4 + a?2 + ....;r. + «ii + m2 + ... .»•„)] 

X [^1 + ^2 •••• + ^11 — »»1 — mj...»— «!„]. 
Man erhält hiernach, mit Hinzuziehung der Gleichung (38.) 9 

[^2«-i + Ani^i + ^2 + .-. ^» + »»A + mi •... +mJl 
X [J?i + a?.2 ♦....+ a?„ — iWa — fUj .. • . — iw J 

Hieraus ersieht man sogleich, dafs der Ausdruck 

einer äbnfrchen Function von den Gröfsen m gleich, also constant sein 
mufs; was eben die Gleichung (26.) aussagte. £ben so leitet man die 
Gleichung (89.) ab. 

Während in S* 5« nicht das vollständige System von Integralgleichun- 
gen, wodurch das System Differentialgleichungen (30.) integrirt wird, sondern 
nur zwei derselben abgeleitet sind, werde ich im Folgenden die (n — 1) In- 
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tegralgleichangeu des yollstandigeA Systems mittbeilen; und zwar in (sol- 
cher Form 9 daCs in jeder derselben eine der (n — 1) willkflrlichen Con- 
stanten, und diese abgesondert vorkommt. Hieraus wird sieh dann auch 
sogleich die allgemeinsie Lösung der partiellen Differentialgleichung (28.) 

ergeben. 

Indem ich die Annahme des vorigen $. benutze, nehme ich nur noch 
an, dafs fx dieFactoren (x — Oq), (a? — a,), (x — o^), .... (x — On-i) ent- 
halte, und aufserdem, da fx vom 2nten Grade ist, noch einen Factor Ux 
vom nten Grade. Ich setze aufserdem missoo und der Kurze wegen 

IFx SS (x — aü)(j? — Xi)(x — 4?2)..-.(x — x^j 
Pa? = (a?— m2)(a?— iit3)....(ar— mO, 
bpx =s Äü + aiO? .... + ^nX^^ 

Man erhalt alsdann aus den n + ^ ersten der Gleichungen (32.) 

40. (^x = ^^(-:^-i?zr^+7^ ^;=^ + ---- Fro^^^r:^j^ 

und hieraus 

Nun giebt die Gleichung (37.), daX|, or,, .... r^, Og, m,, .... m^ ihre Wur- 
zeln sind, folgende Formel, wenn die obigen Zeichen angewendet werden: 

Setzt man hierin der Reihe nach arsai, jrsos) ..•• Arssa^.!, so erhält 
man nach leichten Beductionen^ indem man die Gleichungen (40.) und (41.) 
benutzt, folgende Formeln: 

fi^cfx.) _JL_ j. ior^sl ^ . v c/^o 1 i* 

VTv^r + Fxf • • * ' ^ Fx„ / ~"^»* 



4«. 



\ 
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In diesen Gleiehangen^ welche nach dem obigen Satze die endh'cben Inte- 
gralgleichungen des Systems Differentialgleichungen (31.) sind, stehen auf 
der linken Seite nur Functionen der Yariabeln x^^ X2^ • « • » Xj^ und der 
gegebenen Grö&en von ai^^ ai, ...• a^,.!, so wie der CoelBcienten von fx: 
auf der rechten Seite hingegen stehen nur Functionen von fl&i , Oa , • • • . d^i 
und den Constanten m^, m^j •••• fii„, so daits die n — 1 wiiikfiriicfaen Con* 
stauten der n — 1 Integralgleichungen, in jeder eine, abgesondert erschei* 
neu. Man kann daher folgendes Theorem feststellen. 

,9 Wenn die ganze rationale Function vom 2iiten Grade fx^ för 
^s= Oo und x^s=i(iKy verschwindet, so wird das System Differentialgleichung 
i,gen (31.) durch das System endlicher Gleichungen integrirt, welche man 
j^erbäit, wenn man in der Gleichung 



»^«1« 






„statt Uh* * — 1 Wurzeln der Gleichung fxssO substituirf.'' Oder „die 
„allgemeinste Lösung der partiellen Differentialgleichung 

^ Fxj, Xöa?^/ * Pa?, \dx^/ ■ ' Pwn \dxnf 

yytai eine willkürliche Function der n — 1 Ausdrücke^ welche auf der lin- 
„ken Seite jener n — 1 Gleichungen stehen*" 

Der Herr Prot Jacobi hat im 19ten Bande des gegen w. Journals 
Seite 313 angekflndigt, dafis sich ihm bei einer mechanischen Aufgabe ein 
einfacher Weg dargeboten habe, von einem solchen System Differential- 
gleichungen durch Anwendung passender Multiplicatoren za ihren algebrai- 
schen Integralgleichungen zu gelangen. Da nun meine obigen Gleichun- 
gen (42.) eine solche Form haben, dafs die n — 1 willkürlichen Constauteo 
abgesondert in ihnen vorkommen, so kann man nach bekannten Regeln 
n — 1 solche Multiplicatoren aus jeder ableiten, mit denen die Differential- 
gleichungen (31.) maltiplicirt werden müssen, damit ihre Summe eui exactes 
Differential werde. Die Ausführung dieser Operation und die daraus sich 
ergebende vollständige directe Integration des gegebenen Systems (31.) 
werde ich, so wie die unzähligen Folgerungen aus dieser Darstellung des 
^ft^scben Theorems^ hier nicht mehr mittbeilen^ statt dessen aber einen 
besondern Fall noch hervorheben, in welchem diese Formeln sich sehr ver- 
einfachen. Ich meine den Fall, wenn A^^=^0 iai. Die daraus entstehende 



368 ^tf- Rich%loi^ ulor die Infegration eines merkw. Systems Di/f, • Gleichungen. 

Form der Funciion fx umfafst diejenige, auf welche ich im .12ten Bande 
des gegen w. Joarnals, Seite 210 dieselbe redacirt habe, sobald sie in lauter 
reelle Facforeu vom ersten Grade zerlegt werden kann. Mau kann Btels^ 
sobald die Funciion fx zwei reelle Factoren vom ersten Grade enthält, die 
Untersuchung auf den Fall reduciren, dafs fx von einem ungeraden Grade 
ist. Dieser Grad ist auch, nach einer mir jetzt vom Herrn Professor Jacobi 
gemachten Mittheilung, gerade der aus seinen Betrachtungen sich ergebende. 
Nehme ich noch dasu m^ = Ou = oo an, so erhalte ich folgende Gleichung 
für das Abelsche Theorem an Stelle der Gleichung (37.): 

43. ia^-i^a,x + .... a^^.x'^'y—hllA^ + A,x -^ .... ^ A^^x^') = 0. 

Setze ich jetzt 

(Fx == (X Xi)(x X^)...*(X Xn)p 
?x c= (x — m^ix — m^....{x — mj, 

WO Xij x^^ .... x^f iiti3 •»»• fn„ die 971^—1 Wurzeln d^r Gleichung (43.) 
nind, so erhalte ich 

46. (Px = Fx W^\-^- + 4^-«X-L. + ....!^),_J_}. 

Wenn nun (46.) /a- = Jü+'A^' + *-*«+-^2iw-i^"*'"^ för jp = ai, x^=^a^j ... 
... xi=:CLn^i verschwindet, so kann man wieder aus der Gleichung (43.) 
folgende identische Gleichung ableiten: 

{(Pxf — (x — ai)(a? — a2)....(j? — a„_i)njp s= — A2n^i{Fx)?x. 

Setzt man hierin statt x der Reihe nach die Gröfseu ai, (X2, •••• a^^i, so 
erhält oian, mit Hinzuziehung der Gleichung (45.), folgende sehr eleganle 
Formeln : 

welche ich als die Fondamental -Formeln in der Theorie der Addition der 
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/ihehchtn Trausceudenten stets bisher in meinen Untersuchungen he- 
uutzt habe. 

Zugleich ergiebt sich hieraus endlich folgendes Thecrirem. 

,,Wenn die gans&e rationale Function fx von dem Grade 2fi — 1, 
;,far x^s^üj, verschwindet, so wird das System Differentialgleichungen 

,1 vollständig integrirt durch das System endlicher Gleichungen, welche man 
,,aus der Gleichung 

^erhält, wenn man slatt a},^ n — 1 Wurzeln der Gleichung fx=^Oj setzt, 
,,dnrch Fx den Ausdruck 

,,ulid durch C« die willkürliche Constante bezeichnet 
Königsberg am 23sten April 1842. 
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16. 

Elementarer Beweis eines Fundamentalsatzes aus 

der Theorie der Gleichungen. 

(Von dem Herrn Dr. Stern in Göitingen.) 



Uer folgende Beweis des Salzes, daits jede ganze rationale algebraische 
Function eioer Veränderlichen sich in reelle Factoren vom ersten ond zwei- 
ten Grade zerlegen läfst, beruht anf demselben Grundgedanken , wie der 
bekannte Beweis, den Cauchjf in seinem CGurs ä'analjfse vorgetragen hat; 
er scheint mir aber einfacher zu sein und sich besonders zur Aufnahme in 
die Elemente der Algebra zu eignen. 
Sei die Gleichung 

gegeben« Setzt man für x irgend einen Werth /^ + ^ /" — 1 9 wo p und 9 
endliche reelle Werthe sind, so geht Fx in P+0/— 1 ober. Unter den 
verschiedenen Werthen die P und Q erhalten, je nachdem p und q andere 
Vl^erthe annehmen, wird es ein Paar zusammengehörender Werthe von P 
und Q geben , für welche der Modulus jP + (^ ein Mmimum wird. Es 
soll nun bewiesen werden, dafs in diesem Falle nothwendig P und Q beide 
Null sind. 

Sei /> + y /•— 1 der Werth von Xy für welchen F*+ 0' ein Mi- 
nimum wird, und sei nicht zu gleicher Zeit P = und Q=^0. Man kann 
zu mehrerer Einfachheit annehmen, dafs Q positiv ist, da man im entge- 
gengesetzten Falle nur — q statt q zu setzen braucht. Man setze nun 
p + tn statt p und ^ + ^ ^^^^ 9> ^ erhält man, wenn man nach Potenzen 
von m + niT— 1 ordnet, 

Fip + q/'-^X+m+n^r—i) = 
P+ Q iT-l +(n^n /^^tf^P^+Q' /--l) +{n^n |r-iy+*(P''+0'V-l)+-.5 
wo r = 1 oder > 1 ist und P', Q', P"', (?'', . . • • reelle Gröfsen sind^ 
die nicht von m und n abhängen. Nun kann man m und n so klein an- 
nehmen, dafs die Glieder, welche mit höheren Potenzen von m-)-^^ — 1 
multiplicirt sind, gegen das erste, welches die r^ Potenz enthält, sehr un- 
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bedeatend werden. Oder mit andern Worten, wenn man i9i 4- 1» /**- 1 ss 

r 

/"(a + ß/ — 1) setzet, wo a und ß noeh nnfoeatimmte Zahlen sind, und die 
Summe der Glieder 

(tn + n /•— 1)'+^ (P''+ Q' /— 1) + (m + n »r— 1 )'^ {P''' + Q"' iT— 1) . . c . 
dureh a-f-^/" — 1 bezeiebnet, wodurch man 

F{p^q^-i +m+n/--l) = P+aP'— ßO'+a+(0+aO'+ßP'+i) vT^l 
erhalt^ so kann man immer a und ß so klein annehmen, dafs die Werthe von a 
und h auf das Zeichen der Ausdrucke aP'—ßQ'+a, aQ'+ßP'+b kei- 
nen Einflufs haben, diese Ausdrucke mitbin positiv oder negativ werden, je 
nachdem oP^ — ß0^und aQ^+ßP' positiv oder negativ sind. Zugleich kön- 
nen a und ß so klein angenommen werden, dafs das Zeichen vonP-j-oP^— ßO^ 
mit dem Zeichen von P, das Zeichen von Q+aQ'+ßP' mit dem Zeichen 
von äbereinstimmt. Setzt man nun P+aP'—ß(?'+a =11, Q+aQ'+ßP''{-b 
rszS, so ist leicht zu zeigen, daüsi, sobald P und Q nicht Null sind, die 
Werthe von a und ß so gewählt werden können , dafs J3 <; P^ S<^Q, 
mithin der Modulus R^ + ^^ kleiner als der Modulus P^ + 0^ 1^9 gegen die 
Voraussetzung. Denn man gebe a das entgegengesetzte Zeichen von Q' 
und ß das entgegengesetzte Zeichen von P\ so ist aQ'+ßP^ negativ, 
also S<ZQ* Setzt man nun ferner, je nachdem P positiv oder negativ 
ist, die Zahlen werthe von a und ß so, dafs der Werth von a P^ — ß (^ ne* 
gativ oder positiv wird *), so ist auch P+ aJP'— ßQ'<P und mithin Ä< P- 

Im Vorhergehenden wurde vorausgesetzt, dafisP und Q beide nicht 
Null werden. Der Beweis bliebe derselbe, wenn man annehmen wollte, 
daCs nur eine dieser Gröfsen, z. B. P, Null wurde. Denn in diesem Falle 
hätte man Ä = aP'— ßO'+fl, Ä= Q + aQ'+ßP'+b. 

Dafe aber der Modulus laP'—ßQ'+ay+lQ + afy+ßP'+bY 
kleiner als Q^ ist, erbellt daraus, dafs in der Entwicklung dieses Ausdrucks 

(?^ + 20(aO'+ßP'+*)+(aO'+ßP'+*y + (aP'-ßO'+ay 
das Glied 2Q(a(y+ßI^+b) negativ wird und sein Zablenwerth, nach dem 
Vorhergehenden, den Werth der folgenden Glieder ubertrifit. (Oct. 1841.) 

^) Der Ausdruck oP — ß(y enthält nemlieh immer ein positives und ein nega- 
tives Glied. Denn haben P and Q* gleiche , also a und ß die entgegengesetzten 
Zeichen, so ist — ßQ* positiv nnd aP* negativ, Haben P und Q* entgeeeugesetzte 
Zeichen 9 so hat a gleiches Zeichen mit P und ß gleiches Zeichen mit Q'y also ist 
aP* positiv und —pQ' negativ. Man hat daher a und ß nur so zu nehmen, dab 
nach Umstiuiden das positive oder das negative Glied den grdlsten Zablenwerth hat. 
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17. 

Note sur une propriete des equations differentielles 

luieaires k deux variables. 

( Par Mr. C Ram«a de Copenhagne.} 



JLieqaaUon differenlielle lineairie k deox variables z et y. 



1. 






etant proposee il a'agit d'en troaver uoe integrale premiere. On l*obtient 
en ecrivaut 

car en differentiant celle-ci, on retrouve reqoaliou (1.), pourvu que (P, (Pi, 
(P, , .... (P„_i soient soamises aux conditious suivantes : 

(p'+(P, =s P.(p, (p;+<Pi = i^a^P, (P; + (Pi = Pj(P, — 

(PU»+?>-i = ''-.<P» <p;_i = p„(p, 

partaot 

<p, = P,(P--''-i^*^ + <P", 

(p, = P,(p-^+^^f^-r', 



8. 



y», n /». d.P„^i(p . d*.Pn-a9 



• • • • 



....+(- 1)-' '^"^ ' • ^j » + (-1)"-' r-" , 



rfjT" 



Cette derniere eqoafion, qui sert k faire (rouver ^, est lineaire de l'ordre n 



et de la forme 

4. 



*'*+i'.S+i'.^....+i',*-o, 



i/ap* 



rf«» 



rfa?^-^ 



% 
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nais avec de9 coefficiens differeots de P^ P29 
dans (1.), savoir 



• .. P„, qoi se (rouveot 



& 






-p» 












+ 



»—2 rfP, 



(n 



1 • rfx 

t)(n--2) rfVPj 
1.2 * «f »« 



rfx'«-' 



• » • • 



+ (— l)"-'i'n-I 



+ (■ 



*^ 1 "7^^ 



w— 1 rf-^P, 

1 • rfa--» 



</9 



+ (— 1)"-P- 
+ (-1)"-' %- 



+ (-1) 



„_, «/» P»-7 



rfar* 



rfx»-» 

<f-»p, 



rfa;"-' 



<f> 



= 0- 



Soient 



6. (p s tl| , (p s= u, , (p 



tl 



3 ? 



• • • 



<P = w» 



des integrales parliculieres satisfaisant a Teqaation (5.). A cbacniie de 
ceües-ci correspond une integrale premiere de i'equation (t,)^ exprimec 
par (2.), (Pij (P2, •••• (pA-i etaot determines pär les formales (3). De ces 



integrales, eneliminant ^, j^j 



• • • 



3— „~i f on obtient Texpresj^ion ge- 



nerale de y ou Tintegrale eompi^te, supposant tontefois qne deux qaelconqnes 
des fonctions Hm ^29 • •• • tf„ ne soient pas entre elles dan^ uu rapport 
constant. Cette expression generale de y est evidemnient une fonction 
symetrique de Ui, u^y .... u„j et par la permutation des coefficiens da 
premier membre de (S.)» ^n-19 ^»-29 •••• Pp on peot ea tirer des expres- 

d"-^ y 

Si Ton peut tronver ane integrale particuliere y = 2? de Teqnation (S.), 
qnel que seit (P^ en sorte que z seit une fonction generalement exprimee 
en ^, JPi, P2, •••• Pn9 Q^ reqnation (1.), en faisant y:=z, se transforme 
immediatement en Fequation (5.). C'est ce qu'il est facile a verifier ponr 
le cas n = 2f car^ en &isant 



sions sjBietriques analogaes a ^^ j— -, 



• • • • 
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reqaation 

86 transforme en 

L'eqoation (5.) a cette propriete remarqoable, qu'etant (ransforniee 
de la meme manidre, dont oa Ta derivee de (f.) 9 ^''^ donne une nouveile 
transformee , qui ae rameue a (4.); ce qai fournit une nouveile demonstra- 
tion da theoreme de liagrange* Comme corollaire od peut remarquer la 
Substitution suivante, qui daos lecaa n = 2 reduit immädiatement (1.) ä (4.)t 



\ (p = ij/'^t ^z, "^ 



ou bien 

10. y ^ zf-^^^^ (Je^^^ ^zQdx) dx. 

Eo effet cette expressioa etant substituee dans (8.), on trouve 

/^fPxdx 
— Ti — rfar, 

868 deax integrales particulieres 

ont la propriete de se reproduire Fune par l'autre comme il suit: 

^« äx, Zi — Z2J — ^—äx. 
Ces deox formules satisfont evidemment ä Fexpression symmetrique de Pi ^ 
c'e8t-a-dire k l'^qaation ;»,(^^ + P,^^) = »,(^ + P,^) qu'on 

trouve en äliminant P2 des deux öquations -j-^ + Pi -|-^ +1*1^1 =5= 0, 

Dans an seul cas la reduction de reqaation (1.) est facile et se 

presente d'elle mdme. C'est lorsque -M-ssz a est une quantite coustante. 

Alors on n'a qa'a faire ys=a-f-^» 
«3 avrfl 1842. 
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lieber die Bedingung, dafs fänf Pancte auf der 

Oberfl&ehe einer Kugel liegen. 

(Von dem Henu Dr. LucAterhand tn Kfinigsbeig in der Neomark.) 



iJie rechiwiukligeu Coordioatea der fänf gegebenen Ponete seien Xi, 
Xi» «i5 aPi, y-j, «ij a?j, y,, «jj ar«, y,, ««j jr„ >*„«». Die Gleichung der 
Kagelfläcbe, auf welcher diese Pancte liegen, sei 

wo Oy 6, e, r die zu beslinmenden Groben sind. Man hat alsdann folgende 
Bedingougsgleichuugen : 



(x,—ay + (y,- 


-*)'+(«t— «)* 


= r*, 


(*,-«)' + (/,- 


-*)'+(«,-«)' 


= r% 


(x,-«)'+(r,- 


-6)*+(ar,~c)' 


*= r% 


(*4-fl)'+(y«- 


.by+(z,-cf 


•=»^, 


(ar»-«)' + (rs- 


-ft)» + (sr.-e)* 


= r». 



Da nan schon vier dieser GleichaDgeo zur Bestimoiuog der Coordinateo 
des Blittelpanctes und des Radios hinreichen, so wird die föufte Gleichung 
zur Auffindung der Bedingung dienen, uuter welcher die Kugel, die durch 
4 Puncte gebt, auch den fänften enthält Abstrahirt man yorlaufig von dem 
Puncte (^5, ysy z^) und bestimmt aus den vier ersten Bedingungsgleichun- 
gen die Goordinaten a, b, e, so findet man dafiir folgende Werthe: 

wo Jf, Jft, M^ und N folgende Bedeutung haben: 
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^1 = (*I + y! + «;) {*2 (sj — «4) + ^3 («♦— «j) + *4 («2 — Zi)\ 
+ (*5 + r* +«») {*i(«2— «4) + *,(««— s.) + X4(5i— «,)} 

+ (*I + rl + «; ) {*! («1-— «2) + X, (s, — «,) + arj (*,— s,)} , 

M, = (*!+r!+«J){*2(r,--r4)+*3(r4— y2)+*4(r.— y,)} 

+ C*;+y;+s;)(*i(y2-y4)+*2(y4-yO + a-4(y,— r-.)} 
+ « + >•! + -!) {*! (y3 — y2) + *t (yi - y^) + x, (y* — y j} , 

JV = an {y2 («3 — «4) + yj(«4 ~ «2) + y4 (*i — «3)} 
+ a?j {y, («4 — A3) + yj (Si — «*) + y4 (*, — äi)} 
+ *i{y»(«2— «4)+y2(s4— «i)+y4(*i~sa)l 

+ ^4 {Yi («3 — «2) + Xi («1 — «,) + >', («a — «,)} 
Zur Bestimmung der Coordiualen dea Mittelpuudes derjenigen Kugel 
welche durch die drei ersten und den fünften Punct geht, erhfilt man die 
eutsiprecbendeii Werlhe aus den obigen für ilf, J[f^, M.j uud N entwickel- 
ten ganz einfach dadurch, dafs man überall statt des Index 4 den Index 5 
setzt. Die daraus hervorgehenden Wertbe mögen durch üf' , Ml, Ml und 
JV' bezeichnet werden. 

Sollen nun die Mittelpuucte dieser beiden Kugeln zusammenfallen, 
«0 hat man die Bedingnngsgleichungen 

JV "^ iV'' IT "" JV' ' TV ~" JV' • 

« 

Substituirt man iu diesen Gleichungen für M, Mi n. s. w. ihre Wertbe und 
macht die gehörigen Reductiouen, 90 führen sie auf eine und dieselbe Re- 
lation zwischen den Coordlnateu der fünf gegebenen Puncte, und es 
spricht dieselbe analytisch die Bedingung aus, unter welcher diese fünf 
Puncte auf derselben Kugelfläche liegen. Diese Bedingungsgleichung ist 

nun folgende: 

Jfj f ys (ss — «4) + r, («3 — Ss) + Vi («4 — «1)] 

t_i_ 1 . ,w +^3fy»(**— ^)+y*(*6--«^)+y*(«2— '•)] 

+ Xi 1x2 (s, — S4) + y» (S4 — «2) + y4 (s» — «s)] 

^ / .1 »I »• / + -"^^ f^* («5—«») +y4 («1— ss) + y6(s» — *i)l 
+ ^*»+^'+*»^i+^4[yi(s3-c5) + yi(s»-«i)+y*(«i-*»)] 

l + *5 fyi («* — 5j) 4- y, («1 — a«; +y«(»j— xi)] 
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*irri(«5— «4)+y4(^— «5)+r5(«4— «t)J 
+ jP5fri(«2— «4)+r2(«*— «i)+y4(«i— -Sa)] 

^l[>-2(«3— «5) + yj(«5— «2)+y5(«2 — »3)] 

"*"^'*"^^*'^**^i+*3fyi(*2--*5) + y2(^s-*t)+y5(*x~^,)] 

+ *5fyi(«3— «2)+y2(«i— «3)+yj(«a— 28^0] 

^1 [y2(5?4— 5^3) + y3(«2 — «4) +y4(«3— «2)] 
j-./^ t . 2 . ,w +*2fyi(«3~**)+r2(«4— »i)+y4(«i— 3:3)] 
■^^'^•'^^*"'"**^i+^3fyi(^4-5.3)+y2(:»i-5^4)+y4(:^2-*i)J 

+ ^4ryi(«2— «3) +y2(«^i~«i) + y3(«?i— «2)] 

= 0. 

Dies Resultat ist nun geometrisch zu deuten. Der gefundene Ausdruck 
stellt sich als eine Summe von fünf Producten aus zwei Factoren dar; 
jeder erste Factor ist aber augenscheinlich nichts anderes, als das Quadrat 
der Entfernung eines der fünf Puncte von dem (beliebigen) Anfangspuncte 
der Coordinaten. Die geometrische Bedeutung der fünf zweiten Factoren 
fst gleichfalls leicht zu erkennen. Abgesehen vom Zeichen, sind diese fünf 
Factoren nichts anderes, als die Ausdrücke für den sechsfachen Inhalt der 
5 dreiseitigen Pyramiden, welche von je vier der gegebenen fünf Puncte 
gebildet werden. Eine leicht anzustellende Betrachtung lehrt aber, dafs 
das Zeichen von drei dieser Factoren gleich und dem Zeichen der beiden 
andern Factoren entgegengesetzt ist. Denkt man sich nun noch die obige 
Bedingungsgleichung durch die Zahl 6 dividirt, und erinnert sich zugleich, 
dafs der Aufangspunct der Coordinaten ganz willkürlich ist, so hat man 
folgenden Satz: 

Wenn fünf Puncte auf der Oberfläche einer Kugel gelegen sind, 
90 haben die fünf Pyramiden, welche durch je vier der Puncte bestimmt 
werden, die Eigenschaft, dafs, wenn man den Inhalt jeder solcher Pyra-- 
mide mit dem Quadrate der Entfernung des jedesmal übrig bleibenden 
fünften Punctes von einem beliebigen sechsten multiplicirl, die Summe von 
dreien dieser Proäucte gleich der Summe der beiden andern ist 

CrcUc's Joarnal d. M. Bd. XXIH. Hft 4. 48 
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Anmerkung. Der enlsprechende Satz fär die Ebene ist fol- 
gender 7^ 

Wenn vier Puncte in der Peripherie eines Kreises liegen, so ist 
die Summe der Products der beiden Dreiecke, welche an der dnen Diu'- 
gonale liegen, jedes Dreieck multiplidrt mit dem Quadrate der Entfisr-^ 
nung des übrig blühenden vierten Punctes von mnem beliebigen fünften 
Puncte, gleich der Summe der beiden an der andern Diagonale liegenden 
Drucke, jedes multiplicirt mit dem Quadrate der En^emung des vierten 
Punctes von demselben fünften Puncte. 

Königsberg i. d. Neomark, am 7ten Februar 1841. 
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Druckfehler und Berichtigungen. 



Band S2. 8. 4 2L 3 v. u. I. 68 tt. 6.8 
— 19 letzte Zeile 1. a et. m 

— flO Z. S 1. « et. « 
— 11 1. a 8t. a 

— tl -^ 7 1. « Bt. » 

4 1. Zeichenwechsel st Zwisebenwecbsel 

— 9ft — 9 V. Q. I. mehr st mehre 

— 40 — 6 V. o. 1. F"x st fx 

— 44 — 13 V. o. I. < st > 

— 5« — 1 V. o. L f "+• st /••+• 

— 59 — 13 V. Q. I. welches eine st welche seine 



Von dem Lehrsats 3. im 4ten Hefte iSten Bandes S. 375 schreibt der Herr Ver- 
fasser desselben , der Satz sei nicht richtig aosgedrockt Er verde spater mehr viber 
diesen Gegenstand mittheilen. 

Der Herr Verfasser der Abbandlang No. 9. im 3teu Heft t38ten Bandes (S. 843) 
sdireibt dem Herausgeber^ es komme in dieser Abbandlang ein Versehen vor : zwei 
projectivisch ähnliche Grade, welche sich decken, bildeten nie ein Involations- System, 
und zwei gleiche Grade nur dann, wenn sie angleich lägen ; man fiberzeage sich hier- 
von aas den harmonischen Eigenschaften der doppelten Pancte. DaTs der Verfasser 
dieses Versehen nicht schon früher bemerkt habe, liege darin, dafs ihm die Abschrift 
der Abhandlang verioren gegangen sei. 



Das am 26. April d. J. erfolgte Ableben des Chefs der Verlagsbuch-^ 
handlung dieses Journals, Herrn Buchhändler und Stadlrath G.Reimer, 
wird anf die Fortsetzung der Schrift keinen Einflufs haben. Sie wird 
fortgehen, so lange sich sonst keine BRndemisse dagegen finden. Leider 
verliert der Herausgeber an dmn zu früh Verstorbenen ünen aufriehä^ 
gen und lang bewährten Freund! Süt vollen 40 Jahren stand er zu 
ihm in freundschaftlichem VerhäUnifs und in dem eines Schriftstellers 
zum Verlagshändler. Bei weitem das Meiste von Allem, was der Heraus-^ 
geber durch den Druck bekannt machte, hat die Buchhandlung des Ver^ 
storbenen verlegt, und nie hatte er irgend ^nen Anitas zum Mifsvergnü^ 
gen gegen ihn. Im Gegenthml verdankt er ihm vielfältige Gefälligkäten 
und manche Förderung und Erleichterung seiner schriftstellerischen Be-- 
strebungen. Reimer war ein sehr wackerer, ehrenhafter Mann, ein 
Mann von Wort und Treue. 
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